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3.1 Exemplarische Frage: Welche Vorstellung ist mit dem Begriff ” Kernisomere” verbun-
den?
Der Begriff der Kernisomeren ist analog zu molekularen Isomeren gebildet. Es han-
delt sich um Atomkerne mit gleicher Zusammensetzung aus Neutronen und Proto-
nen, die aber dennoch verschiedene Eigenschaften (z.B. verschiedene Spins) haben.
Tatséchlich sind Kernisomere verschiedene Anregungszustinde (Quantenzustinde)
eines Atomkerns, die durch Lichtabsorption und -emission ineinander iibergehen

konnen.

3.2.1 Mit einer Molmasse von Mgo,= 44 g/mol ergibt sich fiir m = 31.6 Pg = 31.6-10'° g
ein Weltausstoss nco, = 7.1818 - 10 mol. Mit 1a = 365.25d = 31556 925.9747 s
folgt die Umsatzgeschwindigkeit dann zu:

~d¢ 1 dnco,  7.1818- 10 mol
dt veo, dt 31556925.9747s

Anmerkung: Streng genommen sind weder a noch d genau definierte Zeitangaben,

= 2.2758 - 107 mol/s (1)
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so dass eigentlich alle Zeiten in s angegeben werden sollten. Bis 1967 wurde die
Sekunde jedoch definiert als 1/31°556°925.9747 des tropischen Jahres am 0. Januar
1900, was der sogenannten Ephemeridensekunde entspricht. Somit sollten sich alle
Angaben in Jahren und Tagen auf das tropische Jahr 1900 beziehen.

3.2.2 Die Reaktionsenergie fiir die Methanverbrennung bei 400 K ist AgU = —800 kJ /mol
(Siehe PC 0 Kap 0.2.6). Daraus folgt die Energieerzeugung fiir das Jahr 2011 zu
AE = Anco,ArRU = —5.746 - 10%° J.

3.2.3 Die Reaktionsmasse Agm fiir A¢ = 1mol ist :

ARm _ ARU - An _ ARU . (Afl/co2) — _890. 10,12 kg (2>

c? c?

Hinweis: Manchmal wird (-Arm) als Massendefekt Am bezeichnet (also positiver
Massendefekt fiir eine exotherme Reaktion).

Analog fiir den Jahresumsatz (mit Aé= 7.1818 - 10* mol): AgxM = —6383.8 kg.
(Massendefekt analog positiv)



3.2.4 Dieselben Rechnungen mit der Verbrennung von Kohlenstoff, C + Oy = CO,
(ARU = —393.52 kJ/mol), ergeben wiederum:

o g . 1 dn002

== = 2.2758 - 10" mol
it~ veo, dl 758 - 10" mol/s, (3)

Vg

bzw.

AE = nco,ArU = —2.826 - 10%°J, (4)
Arm = —4.37-10712 kg, und AgM = —3140.2 kg.

3.3 Siche Abbildung 1. Als Beispiel wurde ty = 0,¢(tg) = 1 mol dm™ und 10 = 13
gewdhlt. Die vertikalen Striche markieren jeweils Flichen (Integrale). Man beachte,
dass c(t > ty) < c(tp) ist, so dass man dem Integral der Flidche unter 1/c = f(¢) mit
wachsender Zeit einen negativen Wert zuordnen kann, was der Tatsache entspricht,
dass auch die Flache k - At auf der rechten Seite von GI1.(86) mit einem negativen
Vorzeichen versehen ist.
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Abbildung 1: Graphik fiir (1/¢) als Funktion von ¢, und & als Funktion von ¢.



3.4 Die einfache binomiale Expansion (Jacob Bernoulli) von e:

e= lim (14 1) (5)

n—oo

konvergiert nur sehr langsam, und ist auch fiir sehr grosse n nur auf wenige Stellen
korrekt (z.B.: fiir n = 107 auf 7 Stellen)
Die Reihenentwicklung:

E 1 1 1
e:z::nv_1+1+2+6+ﬂ+ ....... (6)
konvergiert viel schneller und ist genauer. Mit n = 74 folgt e = 2.71828 18284 59045
23536 02874 71352 66249 77572 47093 69995 95749 66967 62772 40766 30353 54759
45713 82178 52516 64274, was auf auf 100 Stellen genau ist. Diese Expansion wurde
auch von Euler benutzt, um e exakt auf 23 Stellen zu berechnen (Introductio in
analysin infinitorum, S.90-92; 1748).

Ein Beispiel fiir eine noch schneller konvergierende Reihe ist :

Z 2n + 2 (7)

2n~|—1

die schon fiir n=20 auf 50 Stellen genau ist. Folgendes féllt auf: Die relative Haufigkeit
von ungeraden und geraden Ziffern entspricht 0.53 und 0.47 in den ersten Hundert
Nachkommastellen und beide konvergieren anscheinend zu 0.5, wenn mehr Nach-
kommastellen beriicksichtigt werden.

Um mit beliebiger Genauigkeit ” arbitrary precision” zu rechnen, muss die sonst
iibliche einfache Genauigkeit (” single precision”, auf 8 Stellen genau) bzw. doppelte
Genauigkeit (" double precision” , auf 16 Stellen genau) durch mehrfache Genauigkeit
"multiple precision” Arithmetik ersetzt werden. In den heutigen mathematischen
Computerpogrammen wie Mathematica oder Maple ist dies bereits implementiert.
Dabei wird eine externe Bibliothek (z.B. GNU multiple precision library) aufgerufen,
welche Datenstrukturen und Unterprogramme zur Speicherung von Zahlen der ge-
forderten Genauigkeit bzw. deren Verarbeitung zur Verfiigung stellt. Ublicherweise
wird eine Zahl beliebiger Genauigkeit als Gleitkommazahl in verschiedenen Basen
(dezimal oder binér) représentiert. Ein Beispiel fiir ein Programm in der Sprache
C (exp.c), welches e auf eine beliebige Anzahl Nachkommastellen (standardméssig
10 000) berechnet, findet sich im Anhang und kann von der Webseite zur Vorlesung
bezogen werden.

Anmerkungen : i) Online-Rechner (z.B. www.ttmath.org, hohe Genauigkeit bei 256
bit) sind auf 600 Stellen genau; Mathematica oder Maple liefern sogar Millionen von
Nachkommastellen, abhéingig von der Computerarchitektur. Der ” Weltrekord “ bei

der Berechnung von e liegt bei 10'? Stellen nach dem Komma (www.numberworld.org).



i7) Um Milliarden von Stellen zu berechnen, muss auf fortgeschrittene Algorithmen
zuriickgegriffen werden - das einfache Aufsummieren von unzéihligen zuvor durch-

gefithrten Divisionen ist sehr uneffektiv.

3.5 Der neueste und genaueste Wert fiir die Halbwertszeit von Tritium ist 12.324+0.02a
[L. L. Lucas and M. P. Unterweger, Comprehensive Review and Critical Evaluati-
on of the Half-life of Tritium., Journal of the National Institute of Standards and
Technology, 105, (2000) 541-549]. Der im ”Handbook of Chemistry and Physics*
gegebene Wert fiir die Halbwertzeit ist 12.31 a.

3.5.1 Das Tritium hat nur einen Zerfallskanal, namlich einen f~-Zerfall, mit einer freiwer-
denden Gesamtenergie 18.6 keV, welche sich auf Elektron und Antineutrino verteilt.

Tritium zerféllt unimolekular nach folgender Reaktionsgleichung:
HY — SHe*™ +e™ + 7. (8)

Fiir eine unimolekulare Reaktion gilt fiir die Geschwindigkeitskonstante £ und Le-

bensdauer 7

I (9)
12
12

T In2 (10)

Die Halbwertszeit dieses Zerfalls ist in der Aufgabenstellung als ¢, = 12 a ange-
geben. Die Dauer eines Jahres betrigt 1a = 365.25d = 31556925.9747 s. Somit er-
gibt sich die Halbwertszeit in Sekunden zu #;/, = 12a = 3.787 - 10%s. Damit erhalt
man mit den Gleichungen (9) und (10): £=1.830-10"? s7! und 7=17.31 a =
5.463 - 10® s.

3.5.2 Die Aktivitat dieser Zerfallsreaktion ist gegeben durch
dN(t
A(t):—%:k-N(t):k-NA-n(t). (11)

Des Weiteren gilt 1 Ci =3.7-10° s7! =3.7-10'° Bq. Damit erhalten wir mit
n(t) = 1 mol bei einer bestimmten Zeit ¢ (s. Aufgabenstellung) und & = 1.830 - 107?57 *
(s. vorhergehende Aufgabe 3.5.1)

A=1.102-10"Bq =2.979 - 10* Ci.

3.5.3 Die chemische Struktur ist in Abbildung 2 zu sehen. Die Summenformeln sind:
C5H6N202 (Thymln—H), C5H3D2TN202 (ThymlD—DgT)

Die Molmassen betragen:
M(Thymin — H) = 126.11 gmol™* und M(Thymin — DyT) = 130.13gmol™!. Die
spezifische Aktivitit in Bq mol~! und Ci mol~! kann aus 3.5.2 {iibernommen werden:

Aol = 1.102 - 10" Bgmol ™" = 2.979 - 10* Cimol . (12)
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H CH4/CD,T

Abbildung 2: Thymin-H/DyT

Fiir die spezifische Aktivitit in Bq g~ und Ci g~! ergibt sich

Ay = Ao/ M(Thymin — D,T) = 8.469 - 10'? Bqg ™' =228.9-Cig™".

g

3.5.4 Die in 3.5.3 gegebene spezifische Aktivitét (s. Gl. (12)) bezieht sich auf vollstédndig
markiertes Thymin. Zeigt eine typische Probe mit teilweise markiertem Thymin eine
spezifische Aktivitat Afggl von 80 GBq/mol, so betriagt der Bruchteil an markierten

Molekiilen: . . .
AP 80 - 10” Bq mol~ A
e — =0.726 - 107".
Amor 1.102-10% Bg mol—!
3.5.5 Die Anfangsaktivitiat betrage
A(t=10)=0.8 Ci= A(0). (13)

Die Aktivitéit zu einem spéteren Zeitpunkt tg soll A(t;) = 107° Ci betragen. Be-
stimmt werden soll t5. Es gilt:

dN(t
At) = — ®) =k-N(t). (14)
dt
Integration liefert:
N(t) = Ny -e ™. (15)

Einsetzen in die Ausgangsgleichung (14) fiihrt auf:

Alt) =Fk-Ny-e ¥ (16)
mit A(0) = k- Ny folgt:
A(t) = A(0) - e, (17)
Auflésen nach ¢ ergibt:
1 A(0)
1 A0) ) 1 0.8\ 9
ts = z In (A (ts)) = 1830 1091 In (10_5> =6.1693-10° s = 195.5 a. (19)

Also ist erst nach etwa 196 Jahren die Aktivitit auf 107> Ci abgeklungen. Solche
Uberlegungen sind fiir die Endlagerung von radioaktiven Abfiillen wichtig.
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3.5.6 Tritonen, welche an Stickstoff gebunden sind, konnen nicht als Marker eingesetzt
werden, weil sie schnell durch Protonen (zum Beispiel aus dem Losungsmittel) sub-

stituiert werden.

3.6 Im Folgenden werden die beiden Grenzfélle der Gl. (1.29) vom Skript diskutiert

d[HBr]
dt

— Jiu[H][Bra] /2 (1 T [[Iéi?] > o (20)

a) Fir [Bry] > ky[HBr] folgt:

d[HBr]

TR ka[Hy)[Bra]*/2 (21)

Dieses Geschwindigkeitsgesetz ist von der Form k][, ¢/ weshalb in diesem
Grenzfall eine Reaktionsordnung definiert werden kann. Diese Ordnung beziiglich
der an der Reaktion teilnehmenden Spezies lautet: my, = 1, mp,, = 1/2,

mupr = 0 und my = 3/2. Die Geschwindigkeitskonstante ist dann k,.
b) Fiir k,[HBr] > [Br,] folgt:

d[HBr] ~ ka[H2HBr2]3/2 ) 3/2 -1

Auch dieses Geschwindigkeitsgesetz ist von der Form & [[, ¢/ (mit &' = ka/k),
wobei hier die Reaktionsordnungen folgendermassen definiert sind: my, = 1,
Mpr, = 3/2, myp: = —1 und my,, = 3/2. Die effektive Geschwindigkeitskon-
stante ist dann k' = k,/ky,.

Es ist wichtig zu erkennen, dass es sich bei dieser Reaktion in keinem Fall um eine
Elementarreaktion handelt, sondern dass sich die Geschwindigkeitsausdriicke aus
einem komplizierten Mechanismus ergeben (Kap. 5).

3.7 Berechnung von Mittelwerten

3.7.1 Allgemein gilt fiir eine kontinuierliche Verteilung von Messwerten der Grosse A fiir

den Mittelwert (A)
+oo

(A) = / P(A)- AdA (23)

wobei P(A) die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fiir die Grosse A ist, mit

—+00

/ P(A)dA = 1. (24)

—0o0



Die Wahrscheinlichkeit, die Grosse A im Intervall [A,A+dA] zu finden, ist P(A)dA.
Hier wird der exponentielle Zerfall (Kinetik 1. Ordnung) betrachtet. Dieser verlauft
nach

C(t)=Coe /" (25)
wobei Cj die Anfangskonzentration ist. Die Aktivitdt pro Volumeneinheit ist:

e ()

Ay (t) = T

= Cor e 7. (26)

Ay (t)dt beschreibt, wieviele Teilchen pro Volumeneinheit im Intervall [t, t+dt] zer-
fallen. Gesucht ist nun P(¢)dt, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Atom oder Molekiil,
das zur Zeit t = 0 existiert, im Intervall [¢,t+dt] zerfallt, also Ay (t)dt/Cy. Wir
erhalten folglich mit k = 1/7:

Ay (1)

=P(t)=7"te /T =ke " (27)
Co

Es gilt offenbar [ P (t)dt = 1, wie es sein muss. Damit erhalten wir geméss G1.(23)
0

fiir die mittlere Lebensdauer (auf Zerfallsereignisse fiir ¢ < 0 gehen wir nicht ein, da
sie in der vorkommenden Probe nicht stattfinden, P(t < 0) = 0):

) =k / te *dt. (28)

Dies entspricht mit X = k der in der Aufgabenstellung gegebenen Gleichung fiir die
mittlere Lebensdauer.
Mit dem Tabellenwert des Integrals

[e.9]

|
/x"e”dx _ ['(n+1) nl (29)

an+1 - an—l—l

0

berechnen wir die mittlere Lebensdauer (t) fiir den exponentiellen Zerfall G1.(25) zu

r 1
) =k / te Mdt = =T (30)
0

Diese entspricht folglich der “Lebensdauer” 7 des exponentiellen Zerfalls. Fiir uni-
molekulare Zerfille ist also die 1/e-Zeit gleich der mittleren Lebensdauer.

3.7.2 C(t) ist die zeitabhéngige Konzentration der bimolekularen Reaktion (£ = 0) und

() ist die hierzu gehorende Anfangskonzentration:

1

O = oo (31)

7



Wie in der Aufgabe 3.7.1, ist die Aktivitdt pro Volumeneinheit:

Ldo() 1
At (Cy' + 2kt)?

1

o= T+ 2RCa0?

2k = 2kC} (32)

Ay (t) dt beschreibt, wieviele Teilchen pro Volumeneinheit im Intervall [¢, ¢-+d¢] rea-
gieren. Gesucht ist nun P(t)d¢, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Atom oder Molekiil,
das zur Zeit t = 0 existiert, im Intervall [t,t + dt] zerfallt, also Ay (¢)dt/Co:

Av(t) _ 1
Co P#) = 2’“00(1 + 2kCot)?’

(33)

Damit kann man den Erwartungswert von ¢, die mittlere Lebensdauer, berechnen:

() = / P(t)tdt = 2kCy / mdt. (34)

Wir machen eine Variablentransformation: z = 14+2kCjyt, und damit ist d¢ =dx/2kCj

Tr—1 1 1 [~/1 1
<t>_/ 22 2k;(]0d$_2k:00/1 (E‘ﬁ)dx_m (35)
=1

Wir erhalten eine unendlich lange mittlere Lebensdauer, denn das Integral [ (dz/x)

divergiert. Dieses mathematische Ergebnis erscheint auf den ersten Blick vielleicht
verwunderlich, ist aber auch physikalisch interpretierbar: Je weniger Teilchen {ibrig-
bleiben, umso weniger wahrscheinlich wird ein Zusammentreffen zweier Teilchen
zur bimolekularen Reaktion. Solange man die Konzentrationen als kontinuierliche
Grossen behandelt, gelten die obigen Gleichungen. Bei einer diskreten Behandlung
von Teilchenzahlen hat man zwei Moglichkeiten: 1. Die noch verbleibenden Teilchen
konnen am Ende der Reaktion nach endlicher Zeit abreagieren, oder 2. es bleibt
ein Teilchen {ibrig. Das letzte Teilchen findet keinen Partner zur Reaktion, lebt also

ewig.

3.7.3 Die Differentialgleichung fiir die n-te Ordnung lautet:

Ldc() .
o a ok [C()]". (36)

Wenn n = 1, machen wir die Rechnung aus Aufgabe 3.7.1

Fiir n > 2 erhalten wir:

1 1

C = i1 + (n — 1)nkt (37)

c()rt 1




n—1)

C(t) = Co (1 4 (n = V)nCp—ht) ™! (39)
(allgemeines Gesetz fiir Reaktionen n-ter Ordnung)
t 1 —n/(n—
Ay(t) = —dii ) _ Co—= (1+ (n = 1)nCy~"kt) =D (0 — Dok (40)
P(t) = A(V](t) = nCy 'k (1+ (n — D)nCy~ k) "0, (41)
0

In der folgenden Tabelle ist der Exponent —n/(n—1) als Funktion von n angesehen.

Ist n zwischen 2 und oo, so liegt —n/(n — 1) zwischen -2 und -1.

n | —n/(n—1)
2 -2

3| —3/2

4 —4/3

5 —5/4
00 -1

Wir miissen nun das Integral (t) = [ P(¢)t d¢ berechnen. Da fiir P(t)¢ die kleinste
Potenz von ¢ zwischen —1 und 0 ist, divergiert fooo P(t)tdt bei der Integration iiber
t im Intervall [0, 0o]. Das bedeutet, die durchschnittliche Lebensdauer ist unendlich
gross fiir n > 2, und nimmt einen endlichen Wert an fiir n < 2. Dies gilt auch fiir
Ordnungen mit reellen Zahlen, zum Beispiel gibt es eine endliche durchschnittliche

Lebensdauer fiir n = 1.5, () = 3(v/Cok) ™.

3.7.4 Vom Law of averages spricht man, wenn die Einzelwerte um den Mittelwert ver-
teilt sind. Zum Beispiel: Durchschnittliche Lebensdauer 7, durchschnittliche Dich-
te der Erde, Molekiilmasse, etc. Oder aus dem téglichen Leben: Lebenserwartung,
durchschnittliches Einkommen. Hier muss man jedoch eine homogene Bevolkerung
voraussetzen, sonst gilt der Flaw of averages (flaw=Fehler, Mangel). Er tritt auf,
wenn man iiber Gruppen mittelt, die grundsétzlich verschiedene Eigenschaften ha-
ben oder auch bei einer Mittelung iiber verschiedene Richtungen. Das ist dann oft
nicht sinnvoll. So kénnte ein Land mit einigen sehr Reichen und vielen sehr Armen
immer noch ein Durchschnittseinkommen wie z.B. in der Schweiz haben. Auch ist der
“durchschnittliche Mensch” ein “Raucher”, mit vielleicht 7 Zigaretten pro Woche,
obwohl die meisten Nichtraucher sind, andere aber dafiir sehr starke Raucher. Die
durchschnittliche Geschwindigkeit von Gasmolekiilen ist vektoriell betrachtet Null.
Ebenso ist die Durchschnittsgeschwindigkeit aller Fahrzeuge auf einer Autobahn
Null, wenn man beide Spuren zusammen betrachtet und sie gleichméassig befahren

werden.



3.7.5 Fiir die Ziffern N (N=0,1,2,..9) in den ersten hundert Nachkommastellen der Zahl
e aus dem Ergebnis in Aufgabe 3.4 findet man die folgenden Haufigkeiten
p~ = {0.05,0.06,0.12,0.08,0.1,0.13,0.12,0.16, 0.08,0.10}, sowie den Mittelwert des

” Ziffernwertes”
9

We=>Y pnxN =493 (42)

N=0
Man kann vermuten, dass mit mehr Nachkommastellen alle Haufigkeiten p y gleich
sind und der Mittelwert des ”Ziffernwertes” gegen 4.5 konvergiert. In der Tat sind
die entsprechende Mittelwerte des " Ziffernwertes” fiir 10, 10*, 105 und 10° Nach-
kommastellen 4.557000, 4.510800, 4.491250 und 4.500467.

Anmerkung: Normale (oder ”absolut normale”) Zahlen zeigen eine Gleichverteilung
der Ziffern. Solche Zahlen sind in der Menge der reellen Zahlen so dominierend,
dass die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig herausgegriffene reelle Zahl ”normal”
ist, Prormar = 1 ist. Trotzdem gibt es unendlich viele Ausnahmen. Es ist noch nicht
bewiesen, dass e normal ist.

Zur Ziffernstatistik: M. Quack, Chapter “Fundamental Symmetries and Symmetry
Violations from High Resolution Spectroscopy“ in Handbook of High Resolution
Spectroscopy, M. Quack and F. Merkt eds., vol. 1, Pages 659-722, Wiley, Chiche-
ster, 2011 und dort zitierte Literatur.
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/** A program to compute e with many digits
** using a computation in multiple precision.

** Formula:

% o = 141/114+1/204...4+1/kl+...

** Data:

** A big real (or multiple precision real) is defined in base B as:
X = x(0) + x(1)/B* + ... + x(n-1)/B»~1

** where 0<=x(i)<B */

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

long B=10000; /* Working base */

long LB=4; /* Logl0(base) */

/** Set the big real x to the small integer Integer **/
void SetTolnteger (long n, long *x, long Integer) {

long i;
for (i=1; i<n; i++) x[i] = 0;
x[0] = Integer;

}

/** Is the big real x equal to zero ? **/

long IsZero (long n, long *x) {

long i;

for (i=0; i<n; i++)

if (x[i]) return 0;

return 1;

}

/** Addition of big reals : x +=y

** Like a school addition with carry management™*/
void Add (long n, long *x, long *y) { long carry=0, i;
for (i=n-1; i>=0; i-) {

x[i] + = y[i]+carry;

if (x[ij<B) carry = 0;

else {
carry = 1;
x[i] — = B;

}
}
}

/** Division of the big real x by the integer d **

** Like a school division with carry management **/
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void Div (long n, long *x, long d) {
long carry=0, xi, q, i;

for (i=0; i<n; i++) {

xi = x[i]+carry*B;

q = xi/d;

carry = xi—q*d;

x[i] = q;

}

}

/** Print the big real x **/

void Print (long n, long *x) {

long i;

printf (" %d.”, x[0]);

for (i=1; i<n; i++) {

printf ("%.4d”, x[i]);

if (1%25==0) printf (”%8d\n”, i*4);

}

printf ("\n");

}

/** Computation of the constant e **/

int main ( void ) {

long NbDigits=10000, size= 14+NbDigits/LB;
long *e = (long *)malloc(size*sizeof(long));
long *uk = (long *)malloc(size*sizeof(long));
long k=1;

/** Formula used : e = 14+1/1!4-1/2!4+...4+1/k!+.. **/
SetTolnteger (size, e, 1); /* e =1%*/
SetTolnteger (size, uk, 1); /* uk =1 */
while (!IsZero(size, uk)) {

Div (size, uk, k); /* uk = u(k-1)/k */

Add (size, e, uk); /* e =e 4+ uk */

k++;

}

Print (size, e); /* Print out of e */

free (e);

free (uk);

}

12



