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1. Koszonetnyilvanitas
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DEWE kapcséan végzett munkankért. Koszonet illeti Dr. Furtenbacher Tibort a MARVEL
szamitasokért, tovabba Szidarovszky Tamast a sok hasznos diszkusszidért és a szakdol-
gozatom gondos atnézéséért. Végiil, de nem utolsdésorban szeretnék koszonetet mondani

csaladomnak a dolgozat elkésziilésében nytujtott tamogatéasért.



2. Bevezetés

Szamos olyan, a gyakorlat szempontjabol fontos probléma van (példaul rezgési-forgasi
spektrumok asszignacioja, a légkorben lejatszodé folyamatok modellezése, a vilagtr ké-
midja és fizikdja), ahol az egyes molekulék teljes rezgési-forgasi szinképének szamitéasa ko-
moly jelentGséggel bir. Csoportunk mér sok eredményt ért el a molekularezgések elméleti
vizsgalataban [1-5], azonban eddig viszonylag kis figyelmet szentelt a molekulaforgasoknak.
Ennek megfelelgen szakdolgozati munkam egyik célja egy olyan altalanosan alkalmazhato és
hatékony program fejlesztése volt, mely lehetévé teszi adott molekula nagyszamu rezgési-
forgasi energiaszintjének nagypontossagi szamitasat. Munkédm alapjat a mar meglévag,
variacios rezgési szamitasokra alkalmas DEWE program [3] jelentette, mely az altanénos
alakt Eckart—Watson-féle Hamilton-operatort |6, 7| alkalmazza. A DEWE program felté-
telezi a Born-Oppenheimer-kozelitést [8]. A molekulaforgasokhoz sziikséges hatteret és az
elért eredményeimet a dolgozat masodik felében mutatom be.

A kémiai rendszerek targyalasakor a legfontosabb egyszertsités a Born—-Oppenheimer-
kozelités. Ez alapvetGen a mag- és elektronmozgasok mesterséges szétvalasztasat jelenti és a
potencialis energia feliilet (PES, Potential Energy Surface) fogalmahoz vezet. Nagyon kevés
az olyan kémiai jelenség, melynek targyalasahoz ne hasznalnank fel a PES koncepcidjat.
Bar a BO kozelités keretében végzett kvantummechanika rendkiviil sikeresnek bizonyult az
utobbi 80 évben, a kvantumkémiai szamitasok mind nagyobb pontossaga megkdveteli, hogy
megvizsgaljuk, mekkora a kozelités hibaja olyan rendszerek esetén, ahol a BO kozelités
elvileg nem sériill. A BO kozelités keretén beliil szamolt teljes energia legegyszertibbnek

tekinthetd korrekcidja a diagonalis Born-Oppenheimer-korrekcié (DBOC) [9-11]:

A

EPBOC(X) — _% Z(z/;(x, X)|

a=1

V3(Xa)

a

[ (%, X)), (1)

mely tomegfiiged PES-ek megjelenéséhez vezet. Az (1) egyenletben X a magok, mig x az
elektronok koordinatait jeloli, M, az a-adik atommag témege, ¥ (x,X) pedig az X mag-
konfiguraciohoz tartozé elektronikus hullamfiiggvény. Amennyiben ezen az tn. adiabatikus
kozelitésen is tal kivanunk lépni, gy a nemadiabatikus kozelitésrsl beszéliink, ekkor egy-
szerre kezeljik a magok és az elektronok mozgasat. Ebben az esetben elveszitjiik a PES
fogalmat. A nemadiabatikus kozelités keretén beliil nagyon kevés szamitas késziilt, hiszen
az csak a legegyszertibb, minddssze néhany részecskét jelenté rendszerekre alkalmazhato

(pl. HJ, Hy és izotopologjaik). Kémiai szempontbdl az a teljesen nemadiabatikus sza-



mitasokbol adddo eredmények értelmezésének legnagyobb nehézsége, hogy a PES nélkiil
elveszitjitk a megszokott kémiai szemléletiinkh6z k6t6d6 legtobb fogalmat (vagy legalabbis
kénytelenek vagyunk azokat tjraértelmezni), igy mint egyensulyi geometria, forgasi illetve
rezgési frekvenciak, disszociacios energia. Czako Géabor és munkatarsai [12] mutattdk meg
el6szor, hogy végezhetd olyan kvantumkémiai szamitas, mely sordn véges magtomegeket
hasznalhatunk és a magok helyzete rogzithets. A bevezetett adiabatikus Jacobi-korrekcid
(AJC, adiabatic Jacobi correction) a BO energia korrekcidja, de mind definiciéjaban, mind
nagysagaban jelentGsen eltér a DBOC-t6l. Mivel az eredeti algoritmus nagy mag-mag
tavolsagoknal nem adott konvergens eredményeket, kifejlesztettem egy 1j, az el6bbinél ha-
tékonyabb algoritmust, melyet dolgozatom elss részében ismertetek. Az elért eredményeket

a J. Chem. Phys. folyoiratban publikaltuk [13].



3. Adiabatikus Jacobi-korrekcié (AJC)

3.1. El6zmények

Czako Gabor és munkatarsai végeztek eldszor olyan kvantumkémiai szamitésokat [12], ahol
a Schrodinger-egyenlet megoldésa soran véges magtomegeket hasznalhatunk, s az egyet-
len megszoritas a magok helyzeteinek rogzitése. FEz a megkdzelités vezetett az adiabatikus
Jacobi-korrekcio (AJC, adiabatic Jacobi correction) fogalom bevezetéséhez, mely megegye-
zik a véges és végtelen magtomegekkel szamitott elektronenergiak kiilonbségével. Mivel
a magkonfiguracié rogzithets, tovabbra is értelmezhets a potencialis energia fliggvény fo-
galma, mely természetesen fiigg az atommagok tomegétsl. A Jacobi elnevezés a [12]| hi-
vatkozasban alkalmazott ortogonalis Jacobi-koordinatékra (szokésos a szorasi koordinata
elnevezés is) utal, melyeket Jacobi vezetett be az égitestek mozgésanak tanulmanyozéasara
[14].

A Jacobi-koordinatak értelmezéséhez vezessiik be a t; és ty vektorokat, ahol t; az elsé
és a masodik részecskét koti Ossze, mig to az els6 két részecske tomegkdzéppontjat és a
harmadik részecskét koti Ossze. Ezek utan mar definidlhatoak az R, Ry és 6 Jacobi-

koordinatak:

Ri = |t
Ry = [ty (2)
trlf : tg = R1R2 cosf.

A koordinatak ismeretében felirhatd a haromtest probléma Hamilton-operatora, melyben
az R, mag-mag tavolsag rogzitett paraméterként szerepel. A kovetkezs képletekben m; és

mo az atommagok, mig mg az elektron tomegét jeloli. A kinetikus energiat a

1/ 1 &2 1 1 82 0
T = —— | — R _
2 (uz o3 (ulR% i qu%) (392 i COt%@)) @)

Osszefiiggés adja meg, ahol

1 1 1 ) 1 1 1
— =+ — és _— =
M1 My Mg M2 M3 My + Mo

A Coulomb-potenciél a
1 1 1

P _
Ry \/m2R}+ RZ—2m_RiRycos /m2R?+ R2+2m RyRycosf
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képlettel fejezhetd ki, ahol
mq 3 mo
mf:ml—i-mg es m+:m1+m2'

AH=T+V Hamilton-operator sajatérték probléméjanak megoldasahoz sziikséges algo-
ritmust illetGen a szakirodalomra utalok [12]. Jelen munka szempontjabol fontos hangsi-
lyozni, hogy a Jacobi-koordinatakat alkalmazo megkdzelités nem tette lehetévé a szamitott
elektronenergiak, elektronikus hullamfiiggvények és rezgési-forgési energiaszintek kimerité
vizsgéalatat, ugyanis a szamitott AJC értékek konvergenciaja jelentésen romlott a mag-mag
tavolsag novekedtével. Ennek megfelelGen a potencialis energia fiiggvény és igy a teljes
rezgési szinkép szamitasahoz sziikség volt egy 1j, a korabbinal hatékonyabb algoritmus ki-
fejlesztésére. A soron kovetkezd fejezetben bemutatom az altalam alkalmazott megoldas
elméleti hatterét, majd értelmezem a szamitasok soran nyert numerikus eredményeket. Mar

elére megjegyzem, hogy az elért eredményeket a Journal of Chemical Physics folydiratban
kozoltiik [13].

3.2. Elméleti rész

Jelen szakaszban ismertetem az adiabatikus Jacobi-korrekcid variaciés modszerrel valo sza-
mitasahoz sziikséges munkamat. Els6 1épésként kivalasztok egy megfelel6 koordinatarend-
szert, ezutan levezetem a haromtest probléma kvantummechanikai megoldasédhoz sziikséges
Hamilton-operatort, majd pedig bemutatom a szamitédsok sordn alkalmazott bazist és a
Hamilton-matrix elemeit. Kiilon alfejezetben diszkutalom a disszociacié probléméjat, vé-
giil pedig ismertetem az O0sszes rezgési energiaszint variacios alapu szamitasahoz sziikséges

potencial illesztését és az alkalmazott rezgési Hamilton-operatort.

3.2.1. A J =0 Hamilton-operator alakja

A Hamilton-operator felirasahoz ki kell valasztanunk egy, a probléma megoldasahoz jol il-
leszked6 koordindtarendszert. A vizsgalt, harom részecskét tartalmazo rendszer leirdsahoz
részecske-részecske tavolsagokat hasznéltam, melyeket a tovdbbiakban rendre az 719, 713
és ro3 szimbolumok jelolnek. Ez a koordinatarendszer a Jacobi-koordindtakhoz hasonléan
lehet6vé teszi az ri; mag-mag tavolsag rogzitését (1 és 2 jeloli a két atommagot, mig 3 az
elektront). A harom részecske altal meghatarozott sikhoz egy testcentralt vonatkoztatési
rendszert rogzitettem, ahol a ¢, 0 és ¢ Euler-szogek [15] irjak le a testcentralt és tércent-

ralt koordinatarendszerek egymashoz viszonyitott orientéciojat. A testcentralt rendszer



origbojanak az elsd és a masodik részecske tomegkozéppontja felel meg, mig a részecskék al-
tal meghatarozott sikot valasztottam a testcentralt rendszer z = sikjanak, ahol az els és a
masodik témegpont a 2z’ tengelyen helyezkedik el. A tovabbiakban a J = 0 forgasi kvantum-
szam értékhez tartozd Hamilton-operatort fogom vizsgalni, ami a harom részecske-részecske
tavolsag segitségével adhatd meg. Az igy szamolt allapotok kivétel nélkiil ¥ szimmetriaval
rendelkeznek, azaz hengerszimmetrikusak a mag-mag tengelyre.

Ezek utan mér felirhatdé a haromtest probléma Hamilton-operdatora. Az egyszertiség
kedvéért a tovabbiakban az atomi egységrendszert alkalmazom. A rendszer teljes Hamilton-
operatora az el6z6 bekezdésben bevezetett részecske-részecske tavolsagokkal kifejezve a ko-
vetkezd alaka [16] :

HO (11, g, 70) = TR 4 7 = _% (L n 1 > ( H? N 2 i) —

[ —5 I
ma meo 87"12 T12 67”12

(L) (S ) (Y (220
2 \m;  ms Oris  ri30r3 2 \me M3 Ord; o3 0ras
_erz + 7"%3 - 7”%3 0 . LT%Q + 7"%3 - 7"%3 0 . (5)
ma 2719713 Or120r13 ma 2719723 Or120ra3
TR s ’

59 + V(r12, 713, T23).
ms 2713793 71307923

Az (5) egyenletben a V(rlg, 13, T23) potencialt a

. 1 1 1
V(T12,T13,7’23) = 7“_12 - 7“_13 - 7’_23 (6)
kifejezés adja meg. Mivel az 715, 113 és a3 koordinatak egymésra nem ortogonalisak, az (5)
Hamilton-operatorban jol lathatéan megjelenik harom csatolasi tag. Az (5) egyenletben
megadott Hamilton-operatorhoz az risri3ro3driodrisdres integralasi térfogatelem tartozik.
Ha az (5) Hamilton-operatorban m; és my tart végtelenhez, valamint 5 rogzitett pa-

raméterként szerepel, a kovetkezs egyszeriibb operatort kapjuk eredményiil:

A A

HBO(T137T23;7’12) = TBO(T137T23;7’12) + V(T13,7’23; 7”12) =

__L 8_2_’_18 _ 1 82 _’_ii _ (7)
- 2m3 87"%3 T13 67“13 2m3 67“%3 T23 8T23

2 2 2 2
 Lrfgtri—r, 0

ms 2r13723 Or130793

+ ‘A/(T’13,7’23;7"12)-

Ez a megkozelités felel meg a Born—Oppenheimer (BO) kozelitésnek [8]. Ahogy az ismert,

a (7) Hamilton-operator sajatértékegyenletét o kiillonbozé rogzitett értékeinél megoldva
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megkapjuk a magok mozgasat meghatéarozé Born—-Oppenheimer potencialis energia feliile-
teket (roviden BO PES), melyek fliggetlenek a magtomegektdl.

Amint mar emlitettem, célom egy olyan kvantumkémiai kozelités tanulmanyozasa volt,
mely soran a mag-mag tavolsag (ris) rogzithetd anélkiil, hogy a magok témege végtelenhez
tartana. Mivel ri5 rogzitett paraméter, tovabbra is értelmezheté a potencialis energia
fliggvény fogalma. Azaz a szamolas egy olyan magtomegektdl fiiggs adiabatikus potencialt
szolgaltat, mely nyilvanvaléan eltérd lesz a HJ egyes izotopologjai esetében, viszont benne
az egyes Born—-Oppenheimer potencidlok szeparaltsiaga megsziinik. A mag-mag tévolsag
rogzitése természetesen azzal jar, hogy a probléma dimenzidja haromrol kettére csokken.

A kovetkezs 1épés a haromtest probléma Hamilton-operatoranak felirasa, ahol az riy
mag-mag tavolsag rogzitett paraméter. A problémat a klasszikus mechanika iranyabol
kozelitettem meg. Azaz elGszor a vizsgalt rendszer Hamilton-fliggvényét irtam fel, majd a
mag-mag tavolsig rogzitése utan kvantaltam a redukalt dimenzidju Hamilton-fliggvényt és
igy végiil megkaptam a kivant Hamilton-operatort. A levezetéshez sziikséges elméleti hattér
természetesen régota ismert [17, 18]. Altalanos esetben egy N részecskébél 4ll6 rendszer
Lagrange-fliggvénye [15] az

| 3N 3N
L=3 Z ZgijQin -V (8)
i=1 j=1
osszefiiggéssel adhaté meg, ahol az elsé tag adja meg a rendszer kinetikus energidjat a ¢;
(1 =1,---,3N) altalanos koordinatakkal kifejezve, mig a masodik tag a potencialis energiat
jeloli. A (8) egyenletben szerepls g matrix elemei a
Oy D
90 =D 0q; dg; ®)

k=1 =1

képlettel adhatok meg, ahol my jeloli a k-adik részecske tomegét, xy; jelenti a k-adik ré-
szecske l-edik Descartes-koordinatajat (I = 1,2, 3), mig ¢; az i-edik altalanos koordinatanak
felel meg. Ha a Lagrange-formalizmusrol attériink a Hamilton-formalizmusra [15], az N ré-

szecskébdl allo rendszer Hamilton-fiiggvénye a kovetkezSképpen irhato fel:

| 3N 3N
=1 j=1
ahol p; jeloli a rendszer i-edik szabadséagi fokédhoz tartozo kanonikus impulzust. A (10)

egyenletben lathaté G;; matrixelemeket a
_ (1
Gij - (g )ij (11)

10



kifejezés adja meg. Ezek ismeretében elvégezhets a ¢; altalanos koordinata rogzitése. A
¢; koordinata tobbi aktiv koordinatatol vald szeparacidja (azaz a ¢; = 0 Osszefiiggés alkal-
mazésa) véghezviheté a g matrix i-edik soranak és i-edik oszlopanak torlésével. Az igy
kapott redukalt g matrixot invertalva megkapjuk a rendszer redukilt G maéatrixat, igy a
(10) képlet segitségével kiszamithato a rendszer Hamilton-fiiggvénye. A Hamilton-fiiggvény
kvantalasara az un. Podolsky-triikkot [19] alkalmaztam. Ennek segitsével a vizsgalt rend-

szer Hamilton-operéatora a kivetkezGképpen adhatoé meg:

1 3N 3N 8 a
H=—-s2Gi G2 Gyj—Giss +V 12
55 ;;3% n s2 +V, (12)

ahol a G;; matrixelemeket a (11) kifejezés definidlja, G a G métrix determinansa, mig
s az integralasi térfogatelem. Erdemes megjegyezni, hogy az i-edik sor és i-edik oszlop
a G matrixbdl is torolhets, azonban ez az eljaras drasztikusan eltéré eredményre vezet.
A G matrixon alapulé megkozelités a p; kanonikus impulzus rogzitéséhez vezet, mely a
fizikai jelentését tekintve egészen mas, mint a ¢; altalanos koordinata rogzitése. Végeztem
szamitasokat G-beli rogzitéssel levezetett Hamilton-operatorokkal is, mely szamitasok a
G-beli rogzitéssel kapott adiabatikus korrekcié koordinatafiiggését tamasztottak ala.

Az altalanos eljaras ismertetése utan vizsgaljuk meg részletesebben a haromtestprob-
léméat a fejezet elején bevezetett részecske-részecske tavolsag koordinatdkban. A g matrix
elsallitasahoz ki kell fejezniink a rendszert leir6 kilenc Descartes-koordinatat a harom to-
megkozépponti koordinata, a harom Euler-szog és a harom részecske-részecske tavolsag
segitségével. Ezutan a (9) Osszefiiggés alkalmazasaval megkaphatjuk az egyes ¢;; mennyi-
ségeket. ElsG 1épésként felirom a hdrom tomegponthoz tartozo helyvektort a fejezet elején

bevezetett testcentralt rendszerben:

mao
rll = 07 07 - T2 |,
mi + Mo

m
I'/2 = (OaOa . T12> ) (13)

mi + Mo

és

g 2 2) 2 (2 22 mi—ms .2 2 2
B \/ ria +2(ri +733) rip — (113 — 133) 0, mEms Tig T T13 — T3
- ) Y

27”12 27”12

/
rs

ahol r} jeloli az i-edik részecske helyvektorat a testcentralt rendszerben. Kovetkezs 1é-

pésként fejezziik ki a tércentralt rendszerben megadott helyvektorokat az 4j koordinatak

11



segitségével:
/ / /
_ . myry + malsy + Mmary

my + mg +ms
ahol r; jelenti az i-edik részecske tércentralt rendszerhez tartozo helyvektorat, R a tomeg-

r,=R +C" -1 (14)

(3

koézéppont vektora és C adja meg a testcentralt és tércentralt rendszerek egymashoz képesti

orientaciojat. Az ortogonalis C matrixot (az un. irdnykoszinusz matrixot) a

cos g cosyy — cosfsingsiny  cossin g + cosfcospsiny  sinfsiny
C= | —cosfcosysing —cospsiniy cosfcos@costy —singsiny cossinb (15)

sin # sin ¢ —cos ¢sin @ cos 6

Osszefiiggeés definialja. Igy a (14) képlet ismeretében felépithets a g matrix, melynek meg-
felels sorat és oszlopat torolve rogzithetjiik az r9 koordinatat, ezutan pedig az igy kapott
matrix inverzidjaval megadhato a redukalt dimenzi6oji G métrix. A levezetés soran a rend-
szer tomegkozéppontjanak mozgasat levilasztottam és eredményiil a kovetkezé Hamilton-

operatort kaptam:

ﬁAJC(T13;T23;T12) = TAJC(T13,7"23; T12) + V(T13,7"23; T12), (16)
ahol rip rogzitett paraméterként szerepel. A V(rlg,rgg; r12) potencialt a (6) egyenlet defi-
nidlja, mig a TAJC(TB, T93;T12) Kinetikus energia operatort az . tablazat tartalmazza.

Végiil szeretnék bemutatni egy maéasik redukalt dimenziéju modellt, ahol az ri5 koor-
dindta mellett az atommagok forgasat leird6 ¢ és 6 Euler-szogeket is levalasztottam. A
Hamilton-operator levezetése sorédn az r15 mag-mag tavolsagot rogzitett paraméterként ke-
zeltem, mig a ¢ és 0 koordinatak értékét egyarant zérusnak tekintettem. Ez a valasztas
megfelel annak, hogy a testcentralt és a két atommag kdzéppontjaba helyezett origéju tér-

centralt koordinatarendszerek z-tengelyei egybeesnek. A fentebb ismertetett lépések utan

A 1 1 1 0? 2 0
VR ) __* _
(13,723 712) 2 <m3 + my + m2> (87"%3 + ri3 87“13)

a

> (o ot (17)
2\ms  mitmy) \Ords  1a30rs
1 1 1 7’%3 + T%3 - T%Q 82 ~
o\ T + V(ri3,rog;r
2 <m3 my + m2> 713793 87“1387"23 ( 13,723 12)

Hamilton-operatort kaptam, ahol az NR index a két emlitett forgasi koordindta szeparé-
civjara utal. Erdemes megjegyezni, hogy a (17) Hamilton-operator mozgasi energia tagja

a (7) Born—-Oppenheimer Hamilton-operator megfelels részétdl csak egy tomegektsl fliggd
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I. tablazat A J = 0 (J a forgasi kvantumszamot jeloli) kinetikus energia operator
részecske-részecske tavolsagokkal kifejezett alakja, ahol a mag-mag tavolsag (r12) rogzitett
paraméterként szerepel. A baloldali oszlopban talalhaté differencidloperatorok egytitthatoit

a jobboldali oszlop tartalmazza.

fou _1 (1 + 1 mo (ri2—ri13—7r23)(ri2+ri3—r23)(rig—ri3+re3)(rig+riz+ra3)
Brrfg 2 \ ms m1+ma 8m1(mi+mz) T%2T%3

9 _1(1 1 2 ritria—r3,  ma (7o —8ris+2r25r3,+ris+2r2, (r13—r23) (r13+723) )
or13 2 \\ms mi+mz ) T13 2(my+ma)riyris 8 (m1+ma)r2,rly

fo 1 (1 + 1 + my (ri2—ri13—r23)(ri2+ri3—r23)(ria—riz3+re3)(rig+riz+ra3)
8T§3 2 \ m3 mi1+ma 8ma(mi+mz) r%27,%3

2

9 11 1 2 m (r%zfrf:g) +2((m172m2)7*%2+(m1+2m2)7"%3)7“%37(3m1+4m2)r‘213
Ora3 2 \ ' m3 mi+mz | ro3 8ma(mi+ma)riyrd,

02 _1 (1 + 1 ris+r3s—riy . 1 (ri2—r13—r23)(ri2+ri3—r23)(rig—riz+ra3)(riz+riz+ra3)

Or130ra23 2 \'m3 mi1+ma 713723 4(m1+m2) 72,713723

konstans faktorban tér el, ennek megfelelGen jelentds kiilonbségek tapasztalhatoak a HNR
és HMC Hamilton-operatorok segitségével szamithatod adiabatikus korrekcidkat és mag-

elektron tavolsag varhato értékeket tekintve.

3.2.2. Bazisvalasztas

A HBO HAC ¢ HNR Hamilton-operatorok sajatérték problémajanak linearis variacios
eljarassal valo megoldasahoz véalasztanunk kell egy megfelel§ bazist, amivel felépithetjiik a

Hamilton-operator métrixreprezentaciojat. Munkam soran a

¢ij(r13,723) = exp(—a;r13 — bjras) (18)

osszefiiggés segitségével definialt bazist hasznaltam, ahol a; és b; pozitiv valos paraméterek,
melyeket az a; = o', illetve b; = a3’ alakban vettem fel, ahol i,j = —N,--- | N, azaz
adott N értékhez (2N + 1)? darab bazisfiiggvény tartozik. Az a és (3 paramétereket a
szamitasok soran ris fliggvényében optimaltam. Mivel a (18) egyenlettel megadott béazis
nem ortonormaélt, altalanositott sajatértékegyenlethez jutunk, melyhez ismerniink kell a
(18) bézis atfedési méatrixat. Az atfedési matrixelemek megadhatok viszonylag egyszert
analitikus képletekkel, melyek a Fiiggelék megfelels fejezetében talalhatok meg. A (18)

kétdimenzios bazisfiiggvények egyvaltozos fiiggvények direktszorzataként allnak els, ennek
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ellenére a csatolt integralasi hatdrok miatt a Hamilton-matrix nem irhaté fel két matrix

direktszorzataként. A Hamilton-matrix elemei az

+o0 r12+ri3
/dhg / drasri3ra3®ij (113, ro3) H o (113, 723) (19)
0 [r12—r13]

integralok segitségével szamithatok ki, ahol a képletben megadott csatolt integralasi hata-
rokat kapjuk, ha a hiarom részecske altal alkotott haromszogre alkalmazzuk a haromszog-

egyenlGtlenséget.

3.2.3. A Hamilton-matrix elemeinek szamitasa

Mivel az el6z6 szakaszban bevezetett bazis nem ortonormaélt, altalanositott sajatértékegyen-
lethez jutunk, azaz az S—2HS 2 matrixot kell diagonalizalnunk. A Born—-Oppenheimer
kozelités esetében mind a kinetikus, mind a potencialis energia matrixelemei analitikusan

szamithatoak, a BO Hamilton-méatrix a kévetkezSképpen adhaté meg:
H"? = TP° 4+ V, (20)

ahol HBO a TBO operator ((7) egyenlet), mig V a (6) egyenlettel definialt Coulomb-
potencial matrixreprezentacioja. Erdemes megjegyezni, hogy a potencialban rqy rogzitett
paraméterként szerepel. A 'V ugyanazokkal az analitikus képletekkel adhaté meg mind a
Born-Oppenheimer, mind pedig a véges magtomegi esetekben. Ha a véges magtomegeket

tartalmaz6 Hamilton-operatorral végziink szamolasokat, akkor a

HAJC — TAJC + AV (21)

TAJ C

Hamilton-matrixot kapjuk, ahol az 1. tablazatban megadott kinetikus energia opera-

tort reprezentélja a (18) béazisban. A TAIC operator matrixelemei nem adhatéak meg teljes
mértékben analitikus képletekkel, példanak okaért a gammafiiggvények is megjelennek a
szamitésok soran hasznalt kifejezésekben. A numerikus integralasokat a MATHEMATICA

szamitogépes algebrai programcsomaggal [20] végeztem.

3.2.4. A disszociicié probléméija

Munkam sorén kiilon figyelmet forditottam az AJC modell disszociacios sajatsagaira, hi-

.....
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egzakt atomi energidkat szolgaltasson. Ennek megfelelGen jelen fejezetben bevezetek egy, a
disszociacio soran érvényes aszimptotikus Hamilton-operatort, melynek segitségével konk-
rét numerikus eredmények hidnyaban is vizsgalhat6 a Hj -izotopologok disszociacidja. Az
altalam szamitott numerikus eredményeket egy késébbi fejezetben mutatom be.

A Hj -izotopologok disszociaciojanak vizsgalatdhoz célszeri egy masik koordinatarend-
szert hasznélni. A mar megismert 5 és 3 koordinatakat tovabbra is alkalmazom, mig
roz3-t lecserélem a y-vel jelolt szogre, mely az ri, és ri3 atom-atom vektorok &ltal bezart
szoget jeloli, ahol ri5 a mésodik, mig ri3 a harmadik részecske felé iranyul. A testcent-
ralt rendszer origdjaba az els részecskét helyeztem, mig a testcentralt rendszer 2z’ tengelye
az els6 és a masodik részecskét Osszekots szakasznak felel meg, ahol 2’ pozitiv irdanya a
masodik tomegpont felé mutat. Mindekozben a testcentralt rendszer z” tengelyét tgy ira-
nyitottam, hogy a harom részecske altal meghatérozott sik feleljen meg az z'z  siknak.
A testcentralt és a tércentralt rendszerek egymashoz képesti orientacidjat ismét a ¢, 6
és 1) Euler-szogekkel jellemeztem. Az 1) koordinatarendszer integralasi térfogatelemét az
2,12, sin x sin 0drypdrizdydedfdy Gsszefiiggés adja meg. Ha a mag-mag tévolsagot meg-
ado ri2 koordinatat rogzitjiik, mikézben az atommagok tomege véges marad, akkor a mar
ismertetett eljarassal levezethetjiik az 1. tablazatban megadott kinetikus energia operator
jelen koordindtarendszerben érvényes alakjat, melyben 75 ismét rogzitett paraméterként
szerepel. A disszociaciénak az ri5 — +o0o hataratmenet felel meg. A redukalt dimenzioja
Hamilton-operator a

H* =HO + ' (22)

alakban irhato6 fel, ahol

2 1 0? 2 0 1 1 o? 92 P 1
HO =~ G Y g T tx— | | —— 23
2mg (87‘%3 ! 13 O3 ! ris <sin2 X Oy i ox* o XaX)) 13 (23)

és

}A[’—_L 6_2_|_ii_‘_i 1 82_|_a2 + cot 3 _
o 2my \Or}y  ri30riz iy \sin? y 0Y?  Ox2 Xax

1( mo 1+ 2)82+< 1 1)2 8)
— | = CoS el el
2 2my(my + mo) X 87"%3 miy+my My ) r130r3
Mo 0 Mo sin2y 02
3 2 — 24
(le( (3 + cos2y) + (24)

mq -+ m2)T13 87’13 mq (m1 + mg) T13 87’136)(

N —

1 mo 82
= 9y — 1)\ —
2 (2m1(m1 + ma)r?, (cos 2x )8X2)
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1 ( 1 1 Mo ) coty 0
—— — 4+ ————=— _cos2x S
2\my+my my my(mg + mo) ris OX

Mivel jelen esetben m; és msy hédrom nagysagrenddel nagyobb mgs-nal, a H' operator
H (0) mellett kicsi perturbacioként kezelhets. Azért is érdemes H>4 a megadott mo-
don particionalni, mert a H(© (ez tulajdonképpen a hidrogénatom Born—-Oppenheimer
Hamilton-operatora) Hamilton-operatorhoz tartozo Schrodinger-egyenletnek van analitikus

megoldasa. A H©-nak megfelels alapallapott hullamfiiggvény a

3
Im
¢ (113, X, %) = 73 exp(—msri3) (25)

alakot 6lti, mig a megfelel§ alapallapoti energia megadhato az E(©) = —5% Fy képlettel,
ahol ismét atomi egységeket alkalmazunk. A (25) hullamfiiggvény ismeretében H' hatésat
a Rayleigh—Schrodinger-féle perturbéaciészamitas elsé rendjében vettem figyelembe. Ennek

megfelelGen az alapéllapotra vonatkozé aszimptotikus AJC elsérendben az

+o00 T 2
ED — /drlg /dX /dw ri, SinX\I/(D)(Tlg,X,¢)ﬁ/\y(0)(r137X7w) =
0 0 0
1 2 1
/2 1 2
6(m1+m1+m2) 2

egyenlettel adhaté meg. Fontos hangsilyozni, hogy jelen modellben disszociaciokor az
elektron mindig az els§ atommagra huzodik, a koordinatarendszer felvételével sszhangban.
Erdemes azt is megjegyezni, hogy a meglepden egyszert alaki (26) kifejezés segitségével
szamitott aszimpotikus AJC értékek jol egyeznek a nagy mag-mag tavolsaghoz (pl. 30
bohr) tartozé numerikus eredményekkel. A (26) Gsszefiiggés igen érdekes sajatsaga, hogy
tartalmazza a végtelen tavol levé mag mo tomegét.

A hidrogénszerd rendszerek kvantumelméletébdl jol ismert, hogy az egzakt alapallapoti

_1_m
2mi+1

energia megadhaté az F = Ey, képlettel, ahol m; az atommag tomegét jeloli

atomi egységrendszerben kifejezve. Ennek megfelelGen az alapallapoti Born-Oppenheimer

1

energiat az m; — 400 hataratmenet szolgéltatja, melynek eredményeképpen EBC = -3

FEyn . Ennek ismeretében az E©) + EM kifejezés segitségével belathato, hogy az AJC
kozelitést alkalmazva a szeparalt részecskék energidja eltér az egzakt értéktsl. Mivel a
szimmetrikus izotopologok esetében fennall, hogy m; = ms = m, az aszimptotikus AJC

érték B0 = 5/(12m), amely a megfelel§ aszimptotikus DBOC 1/(2m) értékének 5/6 része.
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3.2.5. Potencialis energia fiiggvény és rezgési szamitasok

Az el6z6 fejezetekben bevezettem a HBO HAJIC g5 FNR Hamilton-operatorokat, majd de-
finidltam egy bazist, melynek segitségével felépithetd a megfelel6 Hamilton-matrix. Ezek
utan ha adott r15 mag-mag tavolsag értékeknél kiszamitjuk a Hamilton-matrix adott elekt-
ronallapothoz tartozo sajatértékeit, rio fliggvényében megkapjuk a molekulaion adott al-
lapothoz tartozé potencialis energia fiiggvényét. Mivel ez a fiiggvény diszkrét pontokban
adott, a rendelkezésre 4ll6 adatokra egy megfelels gorbét illesztettem. Igy a mar analiti-
kus alakban rendelkezésre allo potenciélt fel tudjuk hasznalni a molekulaion rezgési-forgési
energiaszintjeinek, egyensulyi geometriajdnak és disszociaciés energidjanak szamitasara.
Az illesztést két 1épésben végeztem egy alapjaiban Czakd Gabor altal MATHEMATICA

nyelven [20] irt program segitségével. ElGszor a 10 bohr feletti régiot illesztettem a

3
Var(ria) = Vo + ) eirly - {1 — expl—a(riz = ris.eq)]}? (27)
=0

Morse-szert modellfiiggvény segitségével, ahol a V), ¢; és a paraméterek értékei valtoznak a
paraméterbecslés soran. Az el6z6 Osszefiiggésben 715 oo az egyensilyi mag-mag tavolsaghoz

kozeli paraméter. Masodik lépésben az egész tartomanyt illesztettem a

V(ri2) = Vm(ri2) + <1 — tanh (%)) . (i dﬂ”iz + dp{1 — exp[—c(r12 — TlZ,eq)]P) (28)

fliggvénnyel, ahol a b, ¢, d; és d,,, paramétereket optiméaltam. Az el6z6 képletben talalhato
(1 — tanh (’%2)) faktor rio novekedtével ,leskdlazza” az utdna allo kifejezést, igy nagy 7o
értékek esetén a Vyy(r12) tag lesz meghatéarozo.

A potencidlis energia fiiggvény ismeretében megoldhato a rezgési-forgasi Schrédinger-
egyenlet, s igy megkapjuk a molekulaion rezgési-forgasi energiaszintjeit. A szamitasokat
a
1 d? J(J+1)

— V] v, 29
2,u12dr%2 2#127”%2 + VBo(ri2) + Vaa(ri2) (29)

kétatomos rezgési-forgasi Hamilton-operatorral végeztem, ahol 1o megadja az

0 _

mimsa
mi-+ma

ki-
fejezéssel értelmezett redukalt tomeget, J pedig a forgasi kvantumszamot jeloli. A (29)
egyenletben VBo(rlg) a Born—Oppenheimer potencialt, mig Vad(rlg) a potencial adiabati-
kus korrekciojat (AJC vagy DBOC) jeldli. A (29) Hamilton-operator sajatértékprobléméjat
a Czakd Gabor altal irt, kétatomos molekulak rezgési-forgasi energiaszintjeinek variacios
szamitasara alkalmas program segitségével oldottam meg, mely a Bessel-DVR-bazist [21]

alkalmazza.
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3.3. Eredmények

Az el626 szakaszban levezetett HAIC Hamilton-operator sajatértékprobléméjat linearis va-
ridcios eljarassal oldottam meg, a szamitasokhoz sziikséges progamokat MATHEMATI-
CA nyelven [20] irtam. Jelen fejezetben elemzem a munkam soran nyert numerikus ered-
ményeket, ennek megfelelGen ismertetem az illesztett potencidlok tulajdonsagait, Gsszeve-
tem az AJC értékeket a széles korben hasznalt diagonalis Born—-Oppenheimer korrekcioval
(DBOC), végiil pedig dsszehasonlitom az altalam szamolt rezgési energiaszinteket, disszo-
ciacios energidkat és mag-elektron tévolsdg varhato értékeket az irodalomban fellelhetd

nemadiabatikus eredményekkel.

3.3.1. A potencialis energia fiiggvények tulajdonsagai

A Born—Oppenheimer (BO) energidkat és az adiabatikus korrekciokat az r1» mag-mag tavol-
sag 26 rogzitett értékénél szamitottam ki. A HJ alap és els6 gerjesztett elektronallapotahoz
tartozo disszociacios limit egyarant —1/2 Fy, a BO kozelités keretein beliil. Az alap elekt-
ronallapothoz (1soy, vagy X *%7) tartozo egyensulyi mag-mag tavolsag koriilbeliil 2 bohr.
Az egyensilyi geometridhoz tartozé elektronenergia —0.602 634 62 FEj,, ennek megfelelGen

a D, egyensulyi disszociaciés energia 22 525.7 cm~!.

Az els6 gerjesztett elektronallapot
(2poy, vagy A 221 is rendelkezik minimummal koriilbeliil 12.5 bohr mag-mag tavolsdgnal,
azonban az ehhez tartozo D, érték mindossze 13 cm™!. Itt kell megjegyeznem, hogy ha az I.
tablazatban kozolt HAIC Hamilton-operatort alkalmazzuk a HD*-ra, akkor az alacsonyabb
szimmetria miatt megsziinik az elektronéallapotok g/u besorolasa. Ezt a tovabbiakban nem
fogom mindig megemliteni.

A Hj, D3 és HD" 1so, allapotédhoz tartozo BO energidkat, DBOC és AJC értékeket,
illetve a 2po, allapotahoz tartozo BO energiakat és AJC értékeket a II. tablazatban adom
meg. Az 1so, allapothoz tartozé AJC és DBOC értékek mag-mag tévolsagtol valo fiiggése
az 1. abran lathato.

A BO energiak tetszsleges pontossaggal szamithatoak a (7) Hamilton-operator sajatér-
tékproblémajanak variaciés modszerrel valé6 megoldasaval. Az 1so, és a 2po, allapotoknak
a BO Hamilton-méatrix két legalso sajatértéke felel meg. Az éltalam szémolt BO energi-
ak kivalo egyezést mutatnak a [22] hivatkozasban megadottakkal. A DBOC értékeket HF
elméleti szinten szamitottam aug-cc-pV6Z bazison [23] a PSI3 programcsomag [24] segitsé-
gével a [10] hivatkozasban kozolt formalizmust alkalmazva. Az AJC értékeket az Elméleti

részben irtak szerint szdmoltam, a megadott eredmények 0.01 cm™!-re konvergensek.
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A potencialt az Elméleti rész utolso szakaszdban megadott eljaras segitségével illesztet-
tem, az illesztés legnagyobb hibdja 0.07 cm™!, mig az 4tlagos hiba 0.02 cm™! volt. A Vo,
VBo + Vbeoc és Veo + Vajc potencidlok segitségével egyrészt végezhetiink variacios rezgési
szamitasokat ((29) egyenlet), masrészt meghatarozhatjuk az egyes potencialokat jellemzd
egyensulyi mag-mag tavolsagokat és a D, egyensulyi disszociacios energiakat.

A BO egyenstilyi mag-mag tavolsiag 1.997 20 bohr. Ezt az értéket a DBOC a HJ esetében
0.000 54, mig a Dj esetében 0.000 27 bohrral noveli meg. A megfelels AJC névekmények
rendre 0.000 42, illetve 0.000 22 bohr.

A Hj esetében a BO, DBOC és AJC D, értékek rendre 22 525.7, 22 528.6 és 22 530.9
cm~-nek felelnek meg, azaz a D, értéket a DBOC 2.9 cm™!-el, mig az AJC 5.2 cm™!-el
noveli meg. A DI esetében a két megfelels érték rendre +1.45 cm™?, illetve +2.6 cm™?,

mig HD™ esetében a +2.2 cm™! és a 6.1 cm™!

em~! érték annak koszonhetd, hogy a HD*-nal a legalso két elektronéllapotnak megfelels

eredményeket kapjuk. A negativ —6.1

potencialok kozel keriilnek egymashoz és igy kolesonhatnak a 10 bohr mag-mag tévolsag

feletti régioban (ez az un. avoided crossing).
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II. tablazat A Hj, D3 és HD™ alap- (1s0y) és elsG gerjesztett (2poy,) allapotaihoz tarto-

z6 Born—Oppenheimer (BO) energiék, diagonalis Born—-Oppenheimer korrekciok (DBOC)

és adiabatikus Jacobi korrekciok (AJC) a mag-mag tavolsag® (ris) fiiggvényében

1so, 2poy

Hi DJ HD* Hi Dy HD*

T12 BO* DBOC? AJC* DBOC AJC® DBOC AJC® BO*° AJCP  AJCP  AJCP

1.00 —0.451 786 31 79.87 63.92 39.96 31.98 59.92 46.63 0.435 186 37 281.09 140.62 208.91
1.20 -0.528 974 52 73.00 57.97 36.52 29.00 54.76 42.36 0.244 730 65 211.86 105.99 156.88
1.40 -0.569 983 53 67.51 53.32 33.77 26.68 50.64 39.02 0.102 205 74 171.03 85.56 126.20
1.60 —0.590 937 23 63.12 49.67 31.58 24.85 47.35 36.40 -0.008 61729 144.82 72.45 106.53
1.80 —-0.600 253 63 59.63 46.80 29.83 23.42 44.73 34.34 -0.0966 75 51 126.76 63.42 93.01
2.00 -0.602 634 21 56.87 44.54 2845 2229 42.66 32.71 -0.167 534 39 113.57 56.82  83.18
2.20 -0.600 839 63 54.71 4278 2737 21.40 41.04 31.44 -0.225013 71 103.49 51.77 75.69
2.40 -0.596 553 64 53.05 41.42 26.54 20.72 39.79 30.46 -0.271909 11 95.50 47.78  69.78
2.60 -0.590 833 20 51.80 40.40 2591 20.21 38.86 29.73 -0.310 34527 89.01 44.53 65.00
2.80 -0.584 356 00 50.90 39.66 2546 19.84 38.18 29.20 -0.34197165 83.63 41.84 61.05
3.00 -0.577 562 86 50.30 39.17 25.16 19.60 37.73 28.84 -0.368 08500 79.11 39.58 57.74
4.00 -0.546 084 88 50.37 39.26 25.20 19.64 37.79 28.91 -0.445 55064 64.50 32.27 47.12
5.00 -0.524 420 30 52.96 41.67 26.49 20.85 39.72 30.65 -0.477 29161 57.17 28.60 41.83
6.00 —0.511 969 05 55.66 44.48 27.84 2226 41.75 32.67 -0.490 643 89 53.35 26.69  39.09
7.00 -0.505594 00 57.55 46.68 28.79 23.36 43.17 34.23 -0.496 27171 51.38 2571 37.71
8.00 -0.502 570 39 58.63 48.06 29.33 24.05 43.98 35.17 -0.498 606 02 50.41  25.22  37.07
9.00 -0.501 19545 59.20 48.84 29.61 24.44 4441 3557 -0.499 543 83 49.96 25.00 36.91
10.00 -0.500 578 73 59.48 49.25 29.76 24.64 44.62 3548 -0.499 90107 49.76 2490 37.16
11.00 -0.500 299 23 59.62 49.47 29.83 24.75 44.72 34.71 -0.500 024 42 49.70 24.87 38.04
12.00 -0.500 168 31 59.69 49.58 29.86 24.81 44.77 32.82 -0.500 057 89 49.68 24.86 39.99
13.00 -0.500 103 50 59.72 49.65 29.88 24.84 44.80 30.20 -0.500 059 47 49.69 24.86 42.67
14.00 -0.500 068 95 59.74 49.68 29.88 24.86 44.81 28.23 -0.500 051 50 49.70 24.87  44.68
18.00 -0.500 021 96 59.76 49.75 29.89 24.89 44.83 26.59 -0.500 02155 49.75 24.89  46.39
22.00 —0.500 009 70  59.76 49.77 29.90 24.90 44.83 26.56 —0.500 009 69 49.77 2490 46.45
26.00 —0.500 004 95 59.76 49.78 29.90 2491 44.83 26.57 -0.500 004 96 49.78 2491  46.46
30.00 -0.500 002 79 59.76 49.78  29.90 24.91 44.83 26.57 -0.500 00279 49.79 2491 46.47
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I1. tablazat folytatasa
“ A mag-mag tavolsagok (r12) bohr, mig a teljes bazishoz tartozo BO energidk Ej, egy-
ségben szerepelnek. A DBOC eredményeket a HF /aug-cc-pV6Z elméleti szinten sza-

1 egységben szerepelnek. A szamitasok soran az

mitottam. Az AJC eredmények cm™
1.00727647 u (H) és a 2.01355321 u (D) magtomegeket hasznaltam.

b Az AJC értékek megegyeznek a megfelels véges és végtelen magtomegekkel szamitott
eredmények kiilonbségeivel. A megadott AJC eredmények 0.01 cm~'-re konvergensek.
A szamitasokat (9 9) bazissal végeztem, ahol az (Nog Ny3) jelolést (Nog és Niz megadja
az T93-t61 és az ri3-t0l fliggd bazisfiiggvények szamat) alkalmaztam.

¢ Az 1so, és 2po, allapotokhoz tartozo BO energiak kivalo egyezést mutatnak a [25]
hivatkozas I. tablazataban, illetve a [26] hivatkozas 1. tablazataban talalhato értékekkel.
4 A Bishop és Wetmore [26] 4ltal 10 bohr mag-mag tavolsagig meghatarozott DBOC

értékek megegyeznek a jelen tablazatban kozolt értékekkel.

3.3.2. Az AJC és a DBOC 0sszehasonlitasa

A legtobb mag-mag tavolsag esetén az AJC értékek kisebbek a megfelels6 DBOC értékeknél,
a DBOC és az AJC kozti kiilonbség fiigeg a mag-mag tavolsagtol. Az ris — 0 hataratmenet-
ben az AJC megadja a ,létrejové” atom egzakt nemadiabatikus energiakorrekciojat (1soyg
allapotra Hy : 119.50 cm™!, D3: 59.79 ecm~!és HD': 79.70 cm™!; 2po, allapotra Hy: 29.87
em™!, D: 14.95 cm~'és HD*: 19.92 em™!). Ekkor a (17) egyenletben megadott HNR
Hamilton-operator is az egzakt nemadiabatikus korrekciot adja, azonban ez a megkozelités
az Osszes mas mag-mag tavolsig esetén kisebb korrekciokat ad a I1. tablazatban kézolt AJC
értékeknél. (A kovetkezSkben megadok néhany alapallapothoz tartozo, HNR segitségével
szamolt korrekciot cm™! egységben a {Hj, Dy, HD*} sorrendnek megfelelgen. 1, 4 és 10
bohr mag-mag tévolsagokra rendre a {58.13,29.08, 38.77}, {26.18, 13.10, 17.46} és {29.67,
14.84, 19.79} értékeket kaptam.) Az ris — 0 hataresetben a DBOC némileg kiilonbozik
az AJC-t6l. Amig a disszociacionak megfelels r15 — +o0o hatardtmenetben a DBOC kozel
az egzakt korrekciot adja a homonuklearis esetekben, az AJC jol lathatoan eltér az egzakt
limittsl. Az egzakt limit 59.73 cm™!, ha H képzddik és 29.89 cm™!, ha D képzddik.

A Hj DBOC értékek segitségével a Dy és HDT DBOC értékek az (1) egyenletben

megadott definici6 értelmében egyszert skalazassal kaphatoak meg az m,/mq = 0.500 248
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1. abra. A Hy, D5 és HD' alapallapotahoz (1soy) tartozo DBOC és AJC értékek a mag-

mag tavolsag fiiggvényében. Az (A) dbran a Hy, DJ és HD™ alapallapotéhoz tartozo AJC
értekek, a (B) abran a H és D alapéllapotahoz tartozé AJC és DBOC értékek, mig a
(C) abran a HD* alapallapotahoz tartozo AJC és DBOC értékek lathatoak.
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(D3) és (14 my/ma)/2 = 0.750 124 mag-mag tavolsagtol fliggetlen skalafaktorokkal. Az
el6z6 két képletben my, a H, mig mq a Dt tomegét jeloli.

Mivel az AJC értékek esetében nem ilyen trividlis az elébbiekben alkalmazott skala-
faktorok léte, ezért a tovabbiakban roviden elemzem numerikus eredményeimet. A II.
tablazatban megadott ésszes Di AJC érték 0.01 cm™'-en beliil megkaphaté a megfelels
Hi eredmények skalazasaval a 0.5003 skalafaktor segitségével. Ez a megallapitas mindkét
vizsgalt allapotra (1sog és 2poy,) helytallo. A HD*-t vizsgalva megallapithat6, hogy nem
létezik egy, az elbbi esethez hasonld mag-mag tavolsédgtol fliiggetlen skalafaktor. Ez kiilo-
nosen igaz a 10 és 18 bohr kozotti régiora, ahol a legalso két elektronéllapot kdlesonhatasa
szamottevs. 10 bohrnal kisebb mag-mag téavolsagok esetén mindig megkaphatjuk jo kozeli-
téssel a HDT AJC-ket a megfelels HI eredmények skalazaséval, ahol a skalafaktor mindkét
allapotnal 0.734. Az 1so, allapot esetén 10 és 18 bohr kozdtt a skalafaktor 0.72-r61 0.53-ra
csokken. A 2po, esetben ellentétes tendencia tapasztalhato, a skalafaktor 0.74-rél 0.93-ra
né az el6bb emlitett mag-mag tavolsag intervallumban.

Az eddigiek mellett mindenképpen célszert megvizsgalni az alkalmazott eljarasok disszo-
ciacios sajatsagait. A homonukleéris Hy és D3 izotopologok esetében nyilvanvaléan rendre
jarulo egzakt nemadiabatikus korrekcio 1/(2m + 1), ahol m a disszociacié soran képzsds
atom magjanak a témege. Az aszimptotikus DBOC érték ehhez képest 1/(2m), ami igen
jol egyezik az egzakt értékkel. Az aszimptotikus AJC eltér az a DBOC limittél, a (26)
egyenlet segitségével elsérendben a homonukleéris izotopologokra az 5/(12m) értéket kap-
juk. A Hj és DJ esetében az lso, és a 2po, allapotokohoz ugyanazok az aszimptotikus
korrekciok tartoznak és természetesen a BO limit is megegyezik a két allapotban.
nyilvanvaléan nem tud kiilonbséget tenni a HDT 1so, és 2po, elektronéllapotaihoz tartozo
disszociacios limitek kozott, mindkét esetben —1/2 FEj-t kapunk eredményiil. Azonban a
HD™ disszociacioja eredményezhet D-t és HY-t (és ez az eset a kedvez&bb, ugyanis a D
energiaja alacsonyabb a H-énél) és eredményezhet H-t és D*-t is. Az els6 eset az 1s0,, mig
a masodik eset a 2po, elektronallapotnak felel meg. Ezt a BO mellett a DBOC eljarés sem
képes lefrni, ugyanis a HD"-hoz tartozo aszimptotikus DBOC megegyezik a Hj -nak és a
D3 -nak megfelels aszimptotikus DBOC értékek atlagaval. Az AJC modszer képes a disszo-
cidcio soran tapasztalt aszimmetria lefrasara, azonban az 1so, és 2po, elektronallapotokhoz

tartozo aszimptotikus AJC értékek nem adjak meg a megfelels egzakt atomi korrekciokat.
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A két emlitett allapothoz tartozo limit jo kozelitéssel szamithato a (26) egyenlet segitsé-
gével, ahol az els6 esetben m; = mqg és my = m,, mig a masodik esetben m; = m; és
My = Myg.

A (17) egyenletben megadott HN® Hamilton-operatort felhasznélva 30 bohrnél a kévet-
kezd korrekciokat kaptam: 29.88 cm™!(Hj ), 14,95 cm™!(Dy) és 19.93 cm~'(HD™). Fontos
megjegyezni, hogy az 1so, és a 2po, allapotokhoz tartozé aszimptotikus korrekciok itt a
HD* esetében is megegyeznek. Ez azzal magyarazhato, hogy HNR Kinetikus energia tagja
egy konstans faktorban kiilsnbozik a HBO operatorétol ((7) egyenlet), igy HNR képtelen a
HD*-nal tapasztalhat6é aszimmetria leirasara.

Emellett végeztem AJC szamitasokat 30 bohrnél (ez tapasztalataim szerint a gyakor-
latban elég jo kozelitéssel végtelennek tekinthets) a pp*e hipotetikus rendszerekre is. A
p* részecske tomegét 0.001m, és 1000m,, kozott valtoztattam. Az eredmények a 2. dbran
lathatoak. A variacios és a (26) egyenlet segitségével szamitott perturbacios AJC értékek

igen j6 egyezést mutatnak. A 2. abran jol lathato, hogy a p* tomegének novekedtével az

AJC nulladhoz tart.

60
50
40

30

AJC/cm™

20 +

10

Iogm(mp,/ mp)

2. adbra. A kiilénb6z6 p*/p tomegarannyal jellemezhets (pp*e) rendszerekhez tartozdé AJC
értékek 30 bohr mag-mag tavolsagnal. Az abréazolt gorbe megfelel a (26) egyenletnek.

Ha p* tomege zérushoz tart, akkor a variacios AJC a H-atom egzakt atomi korrekciojét
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3. 4bra. Elsérendd perturbacioszamitas segitségével szamitott, a Hy, Dy és HD' alap-
allapotahoz (1soy) tartozo AJC értékek a mag-mag tavolsag fiiggvényében. Az abran a
PT1 jelolés az elsérendd perturbaciészamitasra vonatkozik, mig VAR a varidcidszamitas

segitségével szamitott eredményeket jeloli.

adja, mig a (26) egyenlet altal megadott perturbacios AJC a DBOC-hoz tart, ugyanis

lim (i " ¥> == (30)

Mpyx—0 My My + Mp= 2my,

Végiil megjegyzem, hogy az AJC adott r;s mag-mag tavolsagnal els6rendt perturba-
cidszamités segitségével is szamithato, melynek soran a BO hullamfiiggvényekbdl indultam
ki. Az eredményeket a 3. abra segitségével adom meg. A homonukledris esetekben (Hj
és DJ) a perturbacios megkozelités igen pontosan (mintegy 0.1 cm~! hibaval) megadja a
variacios eredményeket. A HD™ esetében azonban teljesen mas a helyzet. A 3. &bran
jol lathato, hogy nagy mag-mag tavolsagok esetén elromlik a perturbécios kozelités, ami
abban nyilvanul meg, hogy 10 bohr kornyékén elvalnak az AJC PT1 HD' és AJC VAR
HD* gorbek.

3.3.3. A nemadiabatikus eredmények és az adiabatikus eredmények Osszeha-
sonlitasa

Jelen fejezetben haromféle eredményt hasonlitok Ossze az irodalomban fellelhet§ nema-

diabatikus szamitasokkal, ezek rendre a proton-elektron és deuteron-elektron tavolsdgok
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varhatoértékei, a rezgési energiaszintek, illetve a Dy disszocidcids energidk.

A HD* 1so, és a 2po, allapotaihoz tartozo hullamfiiggvények egydimenzios metszetei
a 4. és az 5. abran lathatoak. Az abrakon megadott négy kiilonbozd hullamfliggvényt
2.055, 8.55, 12.95 és 28.62 bohr mag-mag tavolsidgoknal szamitottam ki. Ezek a mag-
mag tavolsagok megfelelnek a v = 0, v = 20, v = 21 és v = 22 rezgési allapotokhoz
tartozo p-d tavolsag varhato értékeknek. Az abrékon jol latszik, hogy az AJC megkozelités
képes a HD™-nal felléps aszimmetria lefrasara. Ugyanis nagy mag-mag tavolsagoknal az
1so, allapothoz tartozo hullamfiiggvény joval nagyobb csticsot tartalmaz a d-nél, mint a p
a d-re huzodik. Ezzel ellentétben a 2po, allapotnél a p-nél kapunk nagyobb cstcsot, mely
annak felel meg, hogy az elektron a p-re huzodik a HDT disszociaciojakor.

A hullamfiiggvények mellett kiszamitottam a p-e és d-e tavolsag varhato értékeket is az
AJC modszer segitségével, az eredményeket a I11. tablazatban foglalom 6ssze. Mivel a HD*-
ra késziiltek nemadiabatikus szamitasok [27], a J = 0 esethez tartozo rezgési szintekhez
talaltam az irodalomban d-p, d-e és p-e tavolsag varhato értékeket. Ennek megfelelGen szé-
mitasokat végeztem az AJC modszerrel a nemadiabatikus d-p tavolsag varhato értékeknek
megfelel6 mag-mag tavolsagoknal, majd pedig az igy kapott hullamfiiggvények segitségével
kiszamitottam az egyes d-e és p-e varhato értékeket. Kicsi 1o mag-mag tavolsagoknal a
BO, az AJC és a nemadiabatikus modszerek jol lathatoan azonos (r,_e) és (rq_e) értékeket
szolgaltatnak. Nagy 1o értékeknél a BO eredmények kvalitative is hasznalhatatlanné val-
nak, a BO modszer jol lathatoan nem képes leirni a HD'-nél jelentkez6 aszimmetriat. Ezzel
szemben az AJC eljaras képes az aszimmetria leirasara, azzal a megjegyzéssel, hogy a nagy
r12 értékekhez tartozo AJC és nemadiabatikus (r,_.) és (rq_.) értékek nem egyeznek meg
teljesen. A (17) egyenletben megadott HNR Hamilton-operator segitségével is elvégeztem
az el6bb ismertetett szamitasokat, azonban a HD'-ra szamitott (r,_.) és (rq_e) értékek
a BO modszerhez hasonléan egyenlGek maradnak nagy rio értékek esetén is. Ez annak
koszonhets, hogy a (17) Hamilton-operator kinetikus energia tagja egyszertien megkaphato

a (7) HBO operator kinetikus energia tagjanak skaldzaséval.
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III. tablazat A proton-elektron tévolsag (rp—_.), illetve a deuteron-elektron tavolsag
(ra—e) varhato értékei a HDT 1so, és 2po, éallapotaiban. Az egyes értékeket bohr egy-

ségben adtam meg.

1soy 2poy,
BO* AJCP Nemadiabatikus® BO* AJCP
ri2 (rp—e) = (ra—e) (rp—e) (ra—c) (rp—e)  (ra—e) (rp—e) = (ra—e) (rp—e) (ra—e)
1.000 1.138 1.138 1.138 2.218 2219 2219
2.000 1.659 1.659 1.659 2.134 2134 2134
2.055 1.688 1.688 1.688 1.688 1.688 2.143 2144 2144
4.000 2717 2.719 2.716 2.850 2.851 2.219
6.227 3.875 3.887  3.863 3.910 3.821 3.909 3.897  3.921
7.099 4.319 4.349  4.290 4.421 4.198 4.338 4.309  4.367
8.550 5.051 5.181 4.922 5.016 4.569 5.057 4.928 5.187
10.00 5.777 6.341 5.215 5.779 5.217  6.343
12.95 7.251 12.38  2.123 12.19 2.306 7.251 2.123  12.38
28.62 15.07 28.65 1.500 28.55 1.600 15.07 1.500  28.65

@ A BO-hullamfiiggvények segitségével szamitott, adott r1» mag-mag tévolsdghoz tartozo
varhato értékek.

b Adott 75 mag-mag tavolsighoz tartozé varhaté értékek, melyeket az 1. tablazatban
megadott redukalt dimenzidéju Hamilton-operator sajatfiiggvényeivel szamitottam. A
szamitasok soran a 1.00727647 u (H) és 2.01355321 u (D) magtomegeket alkalmaztam.
Az eredmények az 0sszes megadott szamjegyre konvergensek.

¢ A nemadiabatikus eredmények a [27] referenciabol szarmaznak. Ebben az esetben rqy

a proton-deuteron tavolsag varhato értékét jeloli a HD' adott rezgési allapotaban.

A Hj, Df és HD" 1so, elektronallapothoz tartozo Gsszes rezgési energiaszintjeit a IV.
tablazatban adom meg. A Vo, Veo+ Vbroc és Veo + Vajc potencidlokkal szamitott rezgési
energiaszinteket a nemadiabatikus eredményekkel hasonlitom Gssze [28].

A szimmetrikus izotopologoknal lathatdan igen jol egyeznek a BO és a nemadiabatikus
rezgési energiaszintek. Ez annak koszonhetd, hogy az azonos disszociacios limittel rendel-
kez6 1so, és 2po, elektronéllapotok kiilonb6z6 szimmetridjaak, igy nem hatnak kéleson.
Emellett a tobbi elektronallapotnak megfelel6 potencial kell6en messze van, igy ezeknek
sem szamottevs az 1so, elektronéllapottal val6 csatolasa. A BO és a nemadiabatikus ener-

giaszintek szdma mindkét szimmetrikus izotopolog esetében egyenls.
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A szimmetrikus izotopoloégoknél a BO potencidl DBOC-vel torténd korrekcidja szinte
minden energiaszintnél javit a BO eredményeken. Ennek megfelel6en megallapithatjuk,
hogy a DBOC alkalmazasa Hy -nal és a D3 -nal igen j6 adiabatikus potencialhoz vezet. Ha
megvizsgaljuk a DBOC és a nemadiabatikus eredmények eltérését a v rezgési kvantumszam
fliggvényében, maximumgorbét kapunk.

Ha a HJ és a DJ rezgési energiaszintjeit a Vo + Vajc potencial segitségével szamoljuk,
akkor az AJC és a nemadiabatikus eredmények kozti eltérések monoton nének v fligg-
vényében. Ez a megfigyelés fontos kvalitativ kiilonbséget jelent a DBOC esetén kapott
eltérésekhez képest. A szimmetrikus izotopologoknal az AJC megkdzelités az Osszes rezgési
enrgiaszintnél nagyobb hibat ad, mint a DBOC.

Ismételten kijelenthets, hogy a szimmetrikus izotopolégoknal levont kdvetkeztetések
nem helytalloak a HD' esetében. Itt a BO kozelités j6 eredményeket ad a v = 1 — 20
intervallumban, azonban a két utolsod rezgési energiaszintnél (v = 21 és v = 22) a BO
kozelités —5.9, illetve —12.4 cm™' hibat ad. Ez a leromlas ismételten az 1so, és 2po,
elektronéllapotok kolcsonhatasaval magyarazhaté. A DBOC eredményeket megvizsgalva
lathato, hogy v-t6l fiiggden hol a DBOC, hol a BO esetben kapunk kisebb hibat. A legfelsé
rezgési energiaszintnél a BO-kozelités —12.4 cm™!-es hibaja a DBOC-nal —14.6 cm™!-re
modosul. A DBOC hibaknak v = 12-nél maximumuk, mig v = 19-nél minimumuk van.

Ha a HD"-nal a Vo + Vajc potencialt alkalmazzuk, akkor v = 20-ig ismételten a DBOC
teljesit jobban, azonban az utolso két rezgési energiaszintnél az AJC alkalmazasa mind a
BO, mind a DBOC eredményeknél pontosabb értékeket ad. Azaz megallapithatjuk, hogy
az AJC a legjobb valasztas a HDT disszociaciohoz kozeli rezgési szintjeinél.

A rezgési szamitasokat elvégezve ki tudjuk szamitani a Dy alapallapoti disszociacios
energiat a Dy = D,—ZPVE egyenlet segitségével, ahol ZPVE a zérusponti rezgési energiat
jeloli. A Hj-nal a BO, DBOC és AJC D, értékek rendre 21 376.2, 21 379.2 és 21 381.5
ecm~!. A DJ-nél az el6bbi sorrendnek megfelelen a 21 710.0, 21 711.5 és 21 712.7 ecm ™},
mig a HDT-nal a 21 528.7, 21 530.9 és 21 522.5 cm~! eredményeket kapjuk. A megfe-
lels nemadiabatikus Dy eredmények a Hy, D5, HD' sorrendben a kovetkezék: 21 379.3,
21 711.5 és 21 516.0 cm™! [28]. Ttt is igaz, hogy a szimmetrikus izotopologok esetében a
DBOC jobb eredményeket ad az AJC-nél. A HD"-nal a DBOC D, és a nemadiabatikus D
eltérése (14.9 cm™1) t6bb, mint dupldja az AJC-nél tapasztalhato eltérésnek (6.5 cm™1),

rdadéasul a DBOC lathatoan rossz iranyba korrigalja a Dy értéket.
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IV. tablazat A Hj, Dj, és HD" 1so, elektronallapotahoz tartozo rezgési energia-

1

szintek cm™! egységben. A tablazatban a nemadiabatikus (Nemad.) és a megfelelg

nemrelativisztikus BO, DBOC és AJC eredmények kiilonbségeit adom meg.

Hy Df HD*
Nemad.! BO¢ DBOC? AJC¢ Nemad.? BO¢ DBOC? AJC¢ Nemad! BO¢ DBOCY AJCe

<
Bl

1 219110 -0.36 -0.20 -0.33 157v7.07 -0.13 -0.08 -0.12 191297 -0.21 -0.15 -0.26
2 425499 -0.67 -0.39 -0.64 3089.45 -0.25 -0.15 -0.23 3729.81 041 -0.29 -0.49
3 6195.89 091 -0.55 -0.90 4538.78 -0.36 -0.21 -0.34 5453.38 -0.57 -0.42 -0.70
4 801737 -1.10 -0.70 -1.12 5926.51 045 -0.27 -0.43 7086.16 -0.70 -0.54 -0.87
5 972236 -1.23 -0.83 -1.31 725396 -0.52 -0.32 -0.52 8630.28 -0.79 -0.64 -1.03
6 11313.13 -1.31 -0.94 -1.47 852226 -0.58 -0.36 -0.59 10087.50 -0.86 -0.73 -1.16
7 1279135 -1.33 -1.05 -1.61 973239 -0.63 -0.40 -0.66 11459.22 -0.90 -0.82 -1.29
8 14158.02 -1.30 -1.14 -1.72 10885.17 -0.66 -0.45 -0.72 12746.50 091 -0.90 -1.39
9 1541347 -1.20 -1.20 -1.81 11981.26 -0.68 -0.49 -0.77 13950.02 -0.90 -0.97 -1.48
10 16557.32 -1.03 -1.23 -1.86 13021.17 -0.69 -0.54 -0.82 15070.08 -0.85 -1.02 -1.55
11 17588.41 -0.79 -1.22 -1.89 14005.23 -0.69 -0.58 -0.87 16106.60 -0.76 -1.05 -1.59
12 18504.75 -0.49 -1.19 -1.90 14933.62 -0.67 -0.61 -0.91 17059.07 -0.63 -1.06 -1.61
13 19303.41 -0.13 -1.12 -1.92 15806.33 -0.63 -0.63 -0.93 17926.53 -0.47 -1.05 -1.61
14 19980.40 0.29 -1.03 -1.94 16623.18 -0.57 -0.64 -0.95 18707.53 -0.27 -1.02 -1.61
15 20530.53 0.78 -0.88 -1.95 17383.78 -0.49 -0.64 -0.96 19400.09 -0.06 -0.98 -1.61
16 20947.38 1.38 -0.65 -1.96 18087.55 -0.40 -0.63 -0.97 20001.62 0.18 093 -1.61
17 21223.64 2.04 -0.37 -1.99 18733.68 -0.28 -0.61 -0.97 20508.87 0.45 -0.86 -1.60
18 21355.24 2.65 -0.13 -2.14 19321.14 -0.16 -0.60 -0.97 20917.85 0.84 -0.76 -1.57
19 21378.55 2.84 -0.10 -2.35 19848.60 -0.03 -0.58 -0.99 21223.89 1.02 -0.69 -1.60
20 2031449 0.12 -0.55 -1.00 2142193 0.82 -1.10 -1.79
21 20716.90 0.28 -0.51 -1.01 21505.79 —-5.85 -7.95 -4.34
22 21053.61 0.48 043 -1.01 21515.58 -12.40 -14.58 —6.57
23 21322.11 0.71  -0.32 -1.01

24 21519.74 095 -0.21 -1.02

25 21644.48 1.13 -0.18 -1.09

26 21699.38 1.35 -0.07 -1.13

27 21710.51 1.43 0.02 -1.16
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IV. tablazat folyt.

@ A HJ esetében a v = 0 rezgési szinthez az 1149.46, 1149.36 és 1149.44 cm™' értekek
tartoznak a Vo, Vo + Vbeoc és Veo + Vajc potencidloknak megfelel§ sorrendben. A
Dy és a HD* esetén az el6bbi sorrendnek a 815.67, 815.64, 815.67, illetve 997.03, 996.99,
997.04 cm ! értékek felelnek meg. A fenti tablazatban megadott energiaszinteket a v = 0
rezgési szinthez viszonyitva adom meg.

® A nemadiabatikus eredmények a [28] hivatkozasbol szarmaznak. A HD™ néhany ener-
giaszintjét a [29] referenciaban hataroztak meg rendkiviili pontossaggal.

¢ A nemadiabatikus és a Vo potencial segitségével szamitott eredmények kiilonbségei. A
rezgési szamitéas soran az m(H)=1.00782504 u és m(D)=2.01410178 u atomi tomegeket
hasznaltam.

4 A nemadiabatikus és a Vo + Vbhpoc potencial segitségével szamitott eredmények kii-
16nbségei. A rezgési szamitasok soran az m(H)=1.00727647 u és m(D)=2.01355321 u
magtomegeket hasznéltam. Moss hasonlé korrekciokat hatérozott meg a Hy -ra, ezeket a
[30] hivatkozas 4. tdblazatdnak 2. soraban taldljuk meg. Ezek az eredmények 0.1 cm™!
nagysagrendbeli eltérést mutatnak a jelen tablazatban kozoltektsl.

¢ A nemadiabatikus és a Vo + Vajc potencial segitségével szamitott eredmények kii-
16nbségei. A rezgési szamitasok soran az m(H)=1.00727647 u és m(D)=2.01355321 u

magtomegeket hasznéltam.
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4. dbra. A HD" 1so, elektronallapotdhoz tartozéo W(Ry,cosf = —1) és U(Ry,cos6 = 1)
hullamfiiggvények, ahol Ry és 6 az Elgzmények szakaszban ismertetett Jacobi-koordinatak.
Az egyes &brak 2.055 (A abra), 8.55 (B abra), 12.95 (C abra) és 28.62 (D abra) bohr
mag-mag tavolsagoknak felelnek meg. A szamitasok soréan a megfelel§ véges magtomegeket

hasznaltam.
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5. abra. A HD* 2po, elektronallapotdhoz tartozd W(Ray,cos = —1) és U(Ry, cosf = 1)
hullamfiiggvények, ahol Ry és 6 az El6zmények szakaszban ismertetett Jacobi-koordinatak.
Az egyes abrak 2.055 (A abra), 8.55 (B éabra), 12.95 (C abra) és 28.62 (D &abra) bohr

mag-mag tavolsagoknak felelnek meg. A szamitasok sorédn a megfelel§ véges magtomegeket

hasznaltam.
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4. Molekulaforgasok

4.1. El6zmények

Munkam maéasodik részének célja a Matyus Edit doktorandusz altal irt DEWE program [3]
tovabbfejlesztése volt. Az eredetileg variacios rezgési szamitasokra hasznalhatoé programot
alkalmassa tettem molekulék rezgési-forgési energiaszintjeinek variacios alapu szamitésara.
A DEWE elnevezés a program kévetkezs fontos tulajdonségaira utal: (a) diszkrét valtozoja
reprezentacio (Discrete Variable Representation — D) hasznalata; (b) az Eckart—Watson-
féle Hamilton-operatort (Eckart-Watson Hamiltonian — EW) alkalmazza; (c) tetszdleges
potencialis energia fiiggvény egzakt felhasznalasa (exact inclusion of an arbitrary potential
energy function — E).

A molekulaforgasok terén végzett munkassagom bemutatasa elétt ismertetem a DEWE
algoritmus megértéséhez sziikséges elméleti hatteret. Téargyalom a molekulamozgasok leiré-
sara hasznalt koordindtakat és a molekulamozgasok vizsgalatara altalanosan alkalmazhato
Eckart—Watson-féle Hamilton-operatort, végiil pedig szot ejtek az altalam kiindulépontként

hasznélt rezgési DEWE program miikodésérsl.

4.1.1. Koordinatarendszerek

Munkam soran nemlinearis molekulakat vizsgaltam, igy dolgozatomban nem targyalom a
linearis molekulak speciélis esetét, ehelyett a szakirodalomra [7] utalok. Jelolje az N-atomos
nemlinearis molekula egyes atommagjainak megfelel helyvektorokat x; (1 = 1,--- | N) a
laboratoriumhoz rogzitett koordindtarendszerben. A tovabbi vizsgalatok szempontjabol
célszert levalasztani a transzlacios és a forgasi koordinatakat. Ehhez az x; vektorok helyett
hasznaljuk a z; testcentralt helyvektorokat (6sszesen még mindig 3N koordinatank van, igy

a testcentralt koordinataink redundansak), melyeket az

osszefiiggés definial. A (31) egyenletben X a magok tomegkoézéppontjat jeloli, mig C a
tércentralt és a testcentralt rendszerek egymashoz viszonyitott orientacidjat megado orto-
gonélis iranykoszinusz matrix ((15) egyenlet).

A transzlacios mozgas szeparacidjara vonatkozo elsé Eckart-feltétel [31] a kévetkezskép-
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pen fogalmazhaté meg:
N
Z m;z;, — 0, (32)
i=1

ahol m; az i-edik atommag tomegét jeloli.

Kovetkezd 1épésként vezessiik be a p, elmozdulasvektorokat
P; =Zi — Cy, (33)

melyeket a c¢; vektorok altal a testcentralt rendszerben megadott referenciaszerkezethez
viszonyitunk. A referenciaszerkezetet a gyakorlatban altalaban a potencialis energia feliilet
minimumanak szokas vélasztani.

Ezek utan mar megfogalmazhatjuk a masodik Eckart-feltételt [31]:

N
Zmici x p;, = 0. (34)
i=1

A p, elmozdulésvektorok linearis kombinéciojaként bevezethetjiik a

N N
Qr = Z Z baikPoi = Zbgl;p'h
i=1 « =1

Qr € (—00,+), k=1,2,...,3N -6, a=u=xy,2 (35)

belsé koordinatakat, ahol b € R 3NxBN=6) konstans elemt matrix. Watson valasztasaval
élve [6] legyen
b, = /m; L, (36)

ahol az 1 métrix sorai illetve oszlopai ortogonalisak:

N N
> Wly=0u és > il =04y (37)
=1 k=1

A (36) egyenlet értelmében a @, belss koordinatékat a kovetkezs egyenlettel adhatjuk meg:

N
Qv =Y milip;, aholk=12.. 3N 6. (38)
i=1

Ekkor a @y bels6 koordinatak segitségével kifejezhetjiik a p; elmozdulasvektorokat:

1 3N—6
P; T ; xQr, ahol i (39)
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Munkam sorén a vizsgalt molekulédk egyensiilyi geometriajat hasznaltam referenciaszerke-
zetként, mig az 1 matrixot ugy vélasztottam meg, hogy a (38) egyenlet altal definialt Q)
bels6 koordinatdk megegyezzenek az adott nemlinearis molekula 3N — 6 normélkoordina-
tajaval. Erdemes megjegyezni, hogy mig a (38) egyenlet semmi utalast nem tartalmaz a
molekula potencialis energia feliiletét illetGen, addig a normalkoordinatak természetesen

fliggenek a potencialtol.

4.1.2. N-atomos molekulak rezgési-forgasi Hamilton-operatora:

az Eckart—Watson-féle Hamilton-operator

Fontos hangsulyozni, hogy a tovabbi targyaldst a Born—Oppenheimer kozelités keretein
beliil folytatjuk, ennek megfelel6en kozponti jelentGséggel bir a kémiai szemlélet szempont-
jabol igen fontos potencialis energia feliilet, mely meghatarozza az atommagok mozgasat.
Munkéam soran elséként a vizmolekuldhoz tartozo (szemi)globalis ab initio CVRQD po-
tencialis energia feliiletet [32, 33] hasznaltam, mely potencial egyben adiabatikus is, azaz
talmutat a Born—Oppenheimer kozelitésen.

Az N-atomos, nemlineéris referenciaszerkezettel jellemezhet& molekulak rezgési-forgasi
Hamilton-operatorat Watson alakitotta at 1968-ban [6], mely ezaltal az alabbi jelentGsen
leegyszertisodott alakot oOlti:

ﬁ—lgN_GAMlZ(j i aas (s — )~ S o 4V (40)
_2k:1k 2aﬂa a)laplJp — Tp 8@”‘“ g

ahol ., € (z,y,2). A (40) egyenletben P, jelsli a Q4-hoz kanonikusan konjugalt impulzust,

a jx, jy, illetve J, operatorok jelentik az eredd impulzusmomentum harom komponensét,

mig 1% adja meg a magok mozgasat meghatarozo potencialis energia feliiletet. A (40) egyen-

letben talalhato 7, rezgési impulzusnyomaték és a pip3 altaldnositott inverz tehetetlenségi

P

3N—6

fa= Y CaQiD, (41)
k=1
/J’Oéﬁ = (I/_l)a67 (42)
3N—-6
Ly=1Ig— Y (ol Qe (43)
k,l,m=1
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és N
G = Z €y Z Lgirlyit, (44)
By i=1
ahol €,3, a Levi-Civita-szimbolumot jeldli és I a tehetetlenségi nyomaték tenzora.

Belathato, hogy a p matrix kifejezhets a kovetkezdképpen:

Hap = Z(I”_l)avlgd(r/—l)dﬁ: (45)
)
ahol
L3NG
Ig= [25 + 5 Z aZﬁQk, (46)
k=1
N
azﬁ =2 Z €ary €6y Z Myl sig. (47)
yov k=1

Az elbbi képletekben I° a molekula referenciageometridhoz tartozé tehetetlenségi tenzora.

Az integrélasi térfogatelemet a
dV = sin 0depdfdxdQ; - - - dQsn—¢ (48)

képlet adja meg, ahol ¢, 6 és y a jol ismert Euler-szogeket jelentik.

Erdemes még néhany szot ejteni a (40) Eckart-Watson-féle Hamilton-operatorban sze-
repld potenciélis energia fiiggvényrdl, hiszen az elektronszerkezet szamitéasbol szarmazé po-
tencial meghatarozé a szamolt energiaszintek pontossaga szempontjabol. A potencial egy-
részt kozelithetd a belss koordinatak egyensulyi konfiguracio koriili Taylor-soréval (ebben az
esetben gyakran éliink az erétér megnevezéssel), masrészt ma mar léteznek (szemi)globalis
potencialis energia feliiletek is. Munkdm soran egyarant hasznaltam (szemi)globalis po-
tencialis energia feliileteket és erétereket. A varidcios rezgési-forgasi szamitasok érdekében
két problémaval kell megbirkoznunk: (a) a potencial altalaban goérbevonala belsé koor-
dinatakban adott, igy at kell transzformélnunk a Qy ((35) egyenlet) egyenesvonala belsd
koordinatékba; (b) fel kell épiteni a potencial matrixreprezentaciojat. Az (a) probléma
megoldhato, ha a (39) Osszefliggés segitségével kiszamitjuk az adott magkonfiguraciohoz
tartoz6 atom-atom vektorokat, melyek segitségével kiszamithatoak a potencial argumentu-
maiként szolgalé gérbevonali belsé koordinatak. A (b) pontban szerepld potencialis energia
matrix esetén a f6 gondot az a tény jelenti, hogy egy altalanos potencialis energia fiiggvény
esetén a matrixelemek szamitdsdhoz 3N — 6 dimenzids numerikus integraldsokat kell végez-

niink, rdadasul a potencial matrixa teleméatrix lesz. Ehelyett a DEWE algoritmus a diszkrét
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véaltozoju reprezentéciot (DVR) [35-40] alkalmazza, igy a V operator matrixreprezentacio-
ja diagonalis, mely diagonalis elemek igen hatékony szamithatoak. Erdemes megemliteni,
hogy a (b) pontban jelzett probléma megoldasara a MULTIMODE programban Carter,

Bowman és Handy sikerrel alkalmaztak az un. n-modus reprezentéciot [34].

4.1.3. A rezgési probléma variaciés megoldasa

A (40) egyenletben szerepls Eckart—Watson-féle Hamilton-operator a J = 0 (J a forgasi
kvantumszamot jeloli) esetben a kovetkezéképpen irhato fel:

S B S rts - Y 0 )
D) £ kTS . allapTp 3 - Haa .

A (49) Hamilton-operator effektiv rezgési operatornak tekinthetd, segitségével az adott
molekula J = 0 értékhez tartozo tiszta rezgési energiaszintjeit szamithatjuk ki.

Jelen fejezetben felvazolom a Méatyus Edit altal Fortran 90 nyelven irt DEWE progra-
mot [3]|, mely a kiindulopontjat jelentette a sajat munkdmnak. Az algoritmus fejlesztése
jelen pillanatban is zajlik, az tjabb valtoztatasok megtalalhatoak a [4] hivatkozasban. Els6
lépésként ki kell valasztanunk egy, a jelen probléma leirasara alkalmas bazist. Mivel mole-
kularezgéseket vizsgalunk, célszert az egydimenziés harmonikus oszcillator kvantummecha-
nikajabol jol ismert Hermite-polinomokat (H;(Q)) alkalmazni. A hatékonysag érdekében
a DEWE diszkrét valtozoju reprezentaciot (DVR) hasznal, mely nagyban leegyszertisi-
ti a potencialis energia operator matrixelemeinek szamitasat. A DVR rendkiviil hasznos
spektroszkopiai és molekuladinamikai problémék megoldasara, 1965-6s bevezetése [35] ota
szamosan tovabbfejlesztették és altalanositottak [36-40].

A Hermite-DVR-bazishoz minden egyes rezgési szabadsagi fokra (k= 1,..., D) fel kell
épiteni a @ operator Ni x Ny méretii matrixat (azaz a k-adik szabadséagi fokon N, darab

bazisfiiggvényt hasznalunk), melyet a

(HL(Qu) | QulH,(Qu) = / H(Qu)QuH, (Qu)e % — (50)

)
\/;’ v

1—1
2 J

haj=1i—1
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=0, egyébként

analitikusan szamithato integralok adnak meg. A k-adik szabadséagi fokhoz tartozé gy,
kvadratirapontokat a Q. koordindtamatrix sajatértékei adjak, mig a Hermite-DVR-bazist

az
Nj—1

Fo(@Qr) = > (Tw)n, i Hi(Qr) (51)

j=0
kifejezés definialja, ahol a T} maétrix oszlopait Q; sajatvektorai adjak. Ezekbdl a fliggveé-

nyekbdl a k valtozos Hermite-DVR direktszorzat bazis a

D
{J] Fon @}z (52)

k=1

képletnek megfelelGen épiil fel.

A DVR-bazis eredményeképpen a Q; matrixok diagonalisak. Tovabba megmutatha-
t0, hogy a DVR-béazisban diagonalis matrixszal kozelithet§ az Osszes olyan operator mét-
rixreprezentacioja, mely kizarolag a koordinataktol fiigg. Ennek megfelelGen a potencial

matrixelemei a

<Fn’V(Q)|Fm> = V(Ch,nu(&,nza ce 7QD,nD) ) 5n1,m15n2,m2 T 5nD,mD (53)

kifejezéssel adhatoak meg, ahol F,, = F,,, (Q1)Fp,(Q2) - - - F,.,(Qp), az n és m direktszorzat

indexek pedig egyértelmten felépithetGek az ny,ns, ..., np indexek segitségével:
n = NQ...ND<TL1 — 1) +N3...ND<TL2 - 1) + - +ND(TLD_1) +np. (54)

Az m index teljesen analég modon szarmaztathatd az m; indexek segitségével.

A 1,5 operator matrixa analog modon épithetd fel:

<Fn|/4Laﬁ<Q)|Fm> - N/aﬁ((h,nl; q2,n2> s 7QD,nD) : 5n1,m15n2,m2 e 5nD,mDa (55)

ahol 1ta(q1.n15 @2ngs - - - QD np) & (45) egyenlet segitségével szamithato. Ennek ismeretében
a —%2 > o Maa extrapotencialis tag szamolésa is kivitelezhetd.
A % ZZZ; 6 P? tag méatrixa egyszer( analitikus formuldk segiségével adhaté meg, mely

képletek megtalalhatoak a szakirodalomban [41].
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Ezek utan kovetkezik a (49) effektiv rezgési operator utolsod, Coriolis-csatolast leiro

tagja, melynek métrixa a

l\:>|»—l

N

(Fuly S FattastolF) = 5 37 S (g s un () (56)
a,f a,8 p=1

kozelits képlet segitégével szadmolhato, ahol felhasznaltuk, hogy a p,s; métrix a DVR-

bézisban diagonalis. Az el6z6 egyenletben N = N1 N5 --- Np a direktszorzat bézis méretét

jeloli. Az (56) egyenlet bizonyitasdhoz be kell szirni a kozelits egységfelbontast piag elé

és mogé. A 7, operatorhoz sziikséges @y és 0/0Q); maéatrixelemek szintén analitikusan

szamithatoak [41].

Ezek utan nem maradt més dolgunk, mint a Hamilton-méatrix sajatértékproblémajanak
megoldasa. Ez a hagyomanyos explicit diagonalizal6 algoritmusokkal nem megy, ugyanis ha
példéaul tekintiink egy 6tatomos nemlinearis molekulat és minden rezgési szabadsagi fokra
csupan ot bazisfiiggvényt helyeziink, a Hamilton-matrix mérete 5*57¢ = 1 953 125-nek
adodik. Mivel az explicit algoritmusok modositjak a vizsgalt métrixot, ezt el kell tarolnunk,
ami a méatrix méretének novekedtével egyre komolyabb problémét jelent. A masik gondot
az explicit algoritmusok kobos skaldzodasa okozza. Mindkét probléma kikiiszobdlhets a
Lanczos-algoritmus [42] alkalmazasaval, mely csupan azt koveteli meg, hogy ismerjiik a
Hamilton-matrix egy tetszéleges x vektorral vett Hx szorzatat. Mivel a Hamilton-matrix
az alkalmazott bazisban rendkiviil ritka (azaz az elemeinek nagy része zérus), a méatrix-

vektor szorzas igen effektiven végezhet6 a Hamilton-métrix szerkezetének ismeretében.

4.2. Elméleti rész
4.2.1. A forgas megvalositasa

Jelen fejezetben Osszefoglalom, hogy miként tettem alkalmassa a rezgési DEWE programot
[3] variacios rezgési-forgési szamitasok elvégzésére. Elssként a (40) egyenlet altal megadott

Eckart—Watson-féle Hamilton-operatort irjuk at az alabbi alakba:

~ ~ A

H=T,+T.+T,,+V, (57)

ahol
3N—

Tv % Z . + = Zﬂ—aﬂaﬁﬂ—ﬁ - 5 Z,U’Ocom (58)
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a,B o a<p
ahol
o Jol = Jads + JoJa
és
Ty = —% > fassda — % D ostads == papisa, (60)
o,p o, a<p

A

ahol felhasznaltuk, hogy i = pga. Az (58), (59) és (60) egyenletekben T, a rezgési, T,
pedig a forgasi kinetikus energiat jeloli, mig T., jelenti a rezgés és a forgéas kolcsonhatasat
leir6 tagot.

Jol lathato, hogy az el6z8 egyenletekben megjelennek a harom Euler-szog fliggvényeként
megadhat6 J,, jy, illetve J, ereds impulzusmomentum operatorok, ennek megfelelGen ki
kell valasztani egy, a molekulaforgasok lefraséra alkalmas bazist. Erre a célra a szimmet-
rikus merev porgettyd kvantummechanikai modelljének megoldasabol szarmazé |JK M)
sajatfiiggvényeket hasznaltam [43]. Adott J forgasi kvantumszamhoz 2J + 1 darab |JK M)
ortonormélt fiiggvény tartozik, ahol K jeloli az impulzusmomentum testcentralt z ten-
gelyre, mig M a tércentralt z tengelyre vald vetiiletét. A |JK M) fiiggvények tovabbi
tulajdonsagairol az érdekl6ds olvaso a Filiggelék megfeleld fejezetében olvashat.

A bézis megvalasztasa utan fel kell irni a J, operatorok méatrixreprezentéaciojat a |J K M)

béazisban. A nem zérus méatrixelemek egyszeri analitikus formulédkkal adhatéak meg [43]:

(JEM|J|J(K +1)M) = %\/J(J T KK+ 1)

(JEM|J,|J(K —1)M) = %\/J(J+ 1)—K(K-1)

(TKMJ,|J(K +1)M) = —%JJ(J+ D= KK +1) (61)

(TKM|J,|J(K = 1)M) = %¢J<J T K(K =)
(JEM|J,|JKM) = K,

ahol i a képzetes egységet jeloli. A (61) egyenletben megadott képletek a testcentralt
rendszerben érvényesek, levezetésiikrél bévebben a Fiiggelékben olvashatunk.
Az (58), (59) és (60) egyenletekben .J, mellett megjelennek a .J2 és a [Jo, J5]+ operatorok

is, melyek méatrixreprezentaciojat a DEWE programban a

J
(JKM|JoJol JK'M) = Y~ (JEM|Jo|JEK"M)(JK"M|Js| JK'M) (62)

K'=—J]
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métrixszorzasi osszefiiggés segitségével épitem fel. Fontos hangsulyozni, hogy a (62) egyen-
let egzaktul elGallitja a kivant matrixokat. A (62) Osszefiiggés bizonyitasahoz be kell sztirni
az egységfelbontast a J,, és jﬁ operatorok kozé.

A |JK M) bazisfiiggvények helyett célszeri az alabbi, némileg komplikaltabb bézist

hasznalni:
1. —(|JKM>+|J KM)), ahol K péros
\/_
2. 7(|JKM> |J — KM)), ahol K paratlan (63)
3. (JJKM) —|J — KM)), ahol K paros
V2
4~ (JKM)+|J - KM)), ahol K paratlan.

V2
A (63) egyenletek altal definialt ortonormaélt, an. Wang-fuggvényeket [43] két okbol al-
kalmaztam: (a) segitségiikkel kikiiszobolhetSek a komplex matrixelemek a rezgési-forgési
Hamilton-matrixbol; (b) a Wang-fiiggvények alkalmazéasa kozelebb visz a szimmetriaadap-
talt rezgési-forgasi szamitasokhoz. A fent megadott fiiggvények a D, forgéscsoport irredu-
cibilis abrazolésai szerint transzformal6dnak.

A forgasi bazisfiiggvények ismeretében felépithets a rezgési-forgési szamitasokra hasz-
nalt bazis, mely az el6bb bevezetett Wang-fliggvények és a rezgési programban alkalmazott
(52) bazisfiiggvények direktszorzataként all els. Igy végiil egy N-(2J+1) dimenziés rezgési-
forgasi bazishoz jutunk, ahol N a rezgési bazis méretét adja meg. Ezaltal a rezgési-forgési
Hamilton-matrix a

H=T,+T,+T,,+V (64)

képlettel adhato meg. A T kinetikus energia matrix kifejezéséhez a

3N—6

2
Tv = E2J+1 X < Z P + % Zﬂ'auaﬁﬂ'ﬁ - %Z uaa>
o, «

Z J2 @ Poo T 5 Z JOc) Jﬁ +® Hap (65)
a<ﬁ
TTU = - ZJQ ® (l’l’a,@ﬂ-ﬁ)
asp

képletekre van sziikség, ahol Eg;, 1 a 2J + 1 dimenzids egységmatrixot jeloli, a ® jel pedig

matrixok direktszorzatara vonatkozik. A 'V potencialis energia méatrix a diszkrét valtozoja
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reprezentaci6 alkalmazasanak megfelelGen diagonalis. Mivel a potenciélis energia fiiggvény

nem fiigeg az Euler-szogektdl, a potencidl matrixelemek a

(V)N~(K+J)+H,N~(K’+J)+m = V(qlmu 2y - - - an,nD) *OnymiOnaims * Onp mp Ok K (66)

egyenlettel fejezhetdk ki, ahol a g; ,,,-k az i-edik rezgési szabadségi fokhoz tartozé kvadra-
tarapontok és N a rezgési bazis mérete. Az n és m indexek egyértelmtien megadhatok az
n; és m; indexek segitségével ((54) egyenlet).

Mivel a 7, méatrixok jelen esetben tisztan képzetesek (ez a 7, operator és a rezgési
béazis definici6ja miatt van igy), célszerd tiszta képzetes J, matrixokat konstrualni. Ezaltal
a J2, [Ja,Jsly 68 T, ® (uaﬁﬂ'ﬁ) matrixok mindegyike valos lesz, azaz a rezgési-forgési
Hamilton-matrix is kizarolag valés matrixelemekkel rendelkezik. Természetesen ez azzal
jar, hogy a rezgési-forgasi hullamfiiggvényekben jelennek meg komplex szamok a (63) bazis
definiciojanak megfelelGen.

A J, matrix tisztan képzetes volta belathato a (61) és a (63) egyenletek segitségével.
Azt kell megmutatnunk, hogy lévén .J, métrixa valos a |JK M) béazisban, a J, operatornak
eltiinnek a matrixelemei az 1.-2. és 3.-4. alterekhez tartozo (63) bazisfiiggvények kozott.
Igy a fennmaradé matrixelemek mindegyike tisztan képzetes lesz, ugyanis a bra vagy ket
fiiggvények egyike az Gsszes esetben tartalmazza az i képzetes egységet. Az 1.-2. esethez

tartozo méatrixelemek zérus volta az aldbbiak szerint bizonyithato:
(JEM|+ (J — KM[J]J(K + 1D)M) — |J(~K — 1)M)] =
= (JKM|J|J(K + 1)M) — (JKM|J,|J(—K — 1) M)+
+(J — KM |J,|J(K +1)M) — (J — KM|J,|J(-K — 1)M) = (67)

_ %\/J(J+ D= KK +1) - %\/J(Jnt 1) 6ot
bV TTF Dok~ 5y/TT 1)~ (KK 1) =0

és

(JKM|+{(J— KM||J[|J(K —1)M) — |J(—K + 1)M)] =
= (JKM|J,|J(K —1)M) — (JKM|J,|J(—K + 1)M)+
+(J = KM|J,|J(K = 1)M) — (J — KM |J,|J(-K +1)M) = (68)

= %\/J(JJr 1) - K(K—-1) - %\/J(JJr 1) 8o+
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VT T o0 = 3/ T+ 1 = CR)(-K + 1) =0,
ahol K péros. A 3.-4. eset teljesen hasonloan vizsgalhato, a bizonyitashoz ellentettjére kell
valtoztatnunk néhany elGjelet.

Ezzel analég modon a jy operatornak, melynek matrixa a |JK M) bazisban tisztéan
képzetes, nem lehetnek matrixelemei az 1.-3., 1.-4., 2.-3. és 2.-4. alterekhez tartozo (63)
béazisfiiggvények kozott, ugyanis ezaltal kapunk tisztan képzetes J, matrixot. A J, ope-
rator matrixa diagonéalis és valés a |JK M) bazisban, igy ebben az esetben szintén zérus
matrixelemeket kapunk az 1.-2. és 3.-4. alterekhez tartozo (63) bazisfiiggvények kozott. A
bizonyitasokat nem kozlom, ezek a J, eset ismeretében konnyen elvégezhet&ek.

A fenti bizonyitashoz hasonl6 modon kifejezhetjiik a I, jy 6s J, matrixelemeket a
(63) Wang-bazisban. A képleteket jelen dolgozatban terjedelmi okok miatt nem kozlom.
Az Eckart—Watson-féle Hamilton-operatorhoz sziikséges ja, jo% és [ja, jg]+ maéatrixokat egy
Fortran 90 nyelven irt szubrutin segitségével szamitottam ki, mely szubrutint sikeresen
hozzaillesztettem a rezgési DEWE programhoz. Amint mar a rezgési programot bemutato
fejezetben emlitettem, a DEWE a Léanczos-algoritmust [42] alkalmazza a Hamilton-matrix
diagonalizalédsara, mely csupan azt koveteli meg, hogy ismerjiik a Hamilton-méatrix egy
tetszéleges x vektorral vett Hx szorzatédt. Ennek megfelelGen a rezgési-forgasi Hamilton-
méatrix szamitasahoz sziikséges (65) és (66) egyenleteket felhasznélva irtam egy effektiv

matrix-vektor szorz6 szubrutint, mely nem igényli a Hamilton-métrix tarolasat.

4.3. Eredmények

Jelen fejezetben bemutatom a rezgési-forgasi DEWE program néhany alkalmazésat, ennek
megfelelen ismertetem a Hy'%O-ra és az dtatomos ketén molekuldra (CH,CCO) végzett

szamitasaim eredményeit.

4.3.1. A H,'0 rezgési-forgasi energiaszintjei és rezgési-forgasi allapotokra At-
lagolt O-H koétéshosszai

Elsé alkalmazasként a viz Hy'O izotopolégjara végeztem variacios rezgési-forgasi szamita-
sokat. Azért esett a valasztdsom a Hy'%O-ra, mert egyrészt haromatomos molekulaként vi-
szonylag olcson végezhettem tesztszamitasokat, masrészt rendelkezésemre alltak més prog-
ramokkal szamitott eredmények [33, 44, 45, 46|, melyekkel 6sszehasonlithattam az altalam

szamitott rezgési-forgasi energiaszinteket és atlagolt O-H kotéshosszakat.
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A szamitésokhoz a Hy'®O alap elektronallapotahoz tartozo CVRQD potencialt [32, 33|
hasznaltam, a kapott rezgési-forgési energiaszinteket az V. tablazatban adom meg. A sza-
mitasok soran a Hy'%0O mindharom rezgési szabadsagi fokara 15 bazisfiiggvényt helyeztem,
igy adott J forgési kvantumszamnél a bézis mérete (2J + 1) - 3375. Megjegyzem, hogy
a rezgési-forgasi DEWE programmal igen magas J-re (J > 10) is végeztem szamitasokat,
azonban itt terjedelemi okok miatt csak a J = 0 — 3 intervallumba tartozé eredményeket
kozlom. A V. tablazat alapjan jol lahato, hogy sikeresen reprodukéaltam az irodalomban

fellelhets rezgési-forgasi energiaszinteket.

V. tablazat A H,'°O rezgési-forgési energiaszintjei.

J=0 J=1 J =2 J=3

DEWE DOPI* | DEWE DOPI® | DEWE DOPI* DEWE DOPI®
4638.31  4638.31 | 4662.10 4662.10 | 4708.40 4708.40 | 4775.07 4775.07
6233.38  6233.38 | 4675.44 4675.44 | 4717.80 4717.80 4780.59 4780.59
7790.50  7790.50 | 4680.68 4680.68 | 4733.48 4733.48 | 4811.68 4811.68
8295.35  8295.35 | 6257.19 6257.19 | 4773.21 4773.21 | 4844.61 4844.61
8394.03  8394.03 | 6273.60 6273.60 | 477447 ATTAAT | 4850.47 4850.47
9305.8%  9305.87 | 6279.14 6279.14 | 6303.60 6303.60 | 4923.53 4923.53
9873.80  9873.80 | 7814.31 7814.31 | 6315.70 6315.70 | 4923.73 4923.73
9969.82  9969.82 | 7834.96 7834.97 | 6332.20 6332.29 | 6370.54 6370.54
10773.41 10773.38 | 7840.79 7840.79 | 6380.94 6380.94 | 6378.12 6378.12
11414.27 11414.27 | 8318.75 8318.76 | 6382.12 6382.12 | 6411.05 6411.05
1151045 11510.45 | 8331.59 8331.60 | 7860.83 7860.84 | 6452.43 6452.43
11839.50 11839.50 | 8336.79 8336.79 | 7876.79 7876.79 | 6457.98 6457.98
11887.52 11887.53 | 8417.60 8417.60 | 7894.22 7894.22 | 6546.09 6546.09

* A DOPI eredmények megtalalhatoak a [33, 46| hivatkozasokban.

Mivel az energiaszintek egyezése még nem jelenti a bévitett DEWE program hibat-
lan mtikodését, sziikségesnek lattam az altalam szamitott rezgeési-forgéasi hullamfiiggvények
tesztjét is. Els6ként ellendriztem a kapott sajatvektorok ortonormaltsdgat, majd pedig ki-

szamoltam az egyes rezgési-forgasi allapotokhoz tartozé O-H kotéshossz varhato értékeket.
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A szamitasok soran az elébbi (2J + 1) - 3375 méreti béazist alkalmaztam. Eredményei-
met a VI. tablazatban hasonlitom &ssze az irodalomban talaltakkal [45]. Lathato, hogy a
rezgési-forgasi energiaszintek mellett az atlagolt O-H kotéshosszakat is sikeresen reprodu-
kilja a DEWE program, azaz a bévitett DEWE program alkalmazhat6 mind rezgési-forgasi

energiaszintek, mind hullamfiiggvények szamitésara.

VI. tablazat A H,'°O rezgési-forgasi allapotokra atlagolt O-H kotéshosszai. A meg-

adott értékek a rezgési alapallapothoz tartoznak.

J E/em™ (Ron)® /A (Ro_p)’ /A
0  4638.3 0.97565 0.97565
1 4662.1 0.97571 0.97571
1 46754 0.97579 0.97579
1 4680.7 0.97579 0.97579
2 4708.4 0.97581 0.97581
2 47178 0.97589 0.97589
2 47335 0.97590 0.97590
2 4773.2 0.97616 0.97616
2 47745 0.97615 0.97615
3 47751 0.97599 0.97599
3 4780.6 0.97605 0.97605
3 4811.7 0.97607 0.97607
3 48446 0.97631 0.97631
3 48505 0.97629 0.97629
3 49235 0.97673 0.97673
3 49237 0.97673 0.97673

¢ Czak6 Gabor és munkatarsai altal szamitott eredmények [45].

b A rezgési-forgasi DEWE program segitségével szamitott sajat eredmények.
4.3.2. A ketén rezgési-forgasi spektroszkopiaja

A megbizhatéan miikodés DEWE program segitségével az 6tatomos ketén molekula rezgési-

cz 2
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acios rezgési-forgasi szamitasokat, példanak okaért megemlitem a CHy molekulat [47]. A
[47] cikkben kozolt eredményeket sikeresen reprodukéltam.

Jelen dolgozatban csak a rezgési alapallapothoz tartozo forgasi energiaszinteket muta-
tom be, a szamitasokat a [48] hivatkozéasban kozolt negyedrendii anharmonikus erétérrel
végeztem. A szamitasokhoz a 4° - 3* - (2J + 1) = 82944 - (2J + 1) méret(, meglehetGsen
kompakt bazist alkalmaztam. Ez azért teheté meg, mert a rezgési alapallapothoz tarto-
z6 forgési energiaszintekben a rezgési szintek hibaja igen kis mértékben jelentkezik. A
varidciosan szamitott energiaszinteket a MARVEL program [49, 50| segitségével kapott ki-
sérleti energiaszintekkel vetettem 6ssze. A MARVEL az asszignalt kisérleti atmenetekbdl
kiszamitja az adott molekula azon energiaszintjeit, melyek részt vesznek az adatbéazisban
szerepl6 mért dtmenetekben. Az altalam szamolt variacios és a MARVEL energiaszinteket
a VII. tablazatban hasonlitom 6ssze. A VII. tablazat szerint egy esetben (441) a MARVEL
nem adott meg kisérletinek nevezhets energiaszintet.

Az eredményeket megvizsgalva lathatd, hogy a variacidszamitéassal és a MARVEL se-
gitségével kapott szintek eltérése szisztematikusan valtozik a J, K, és K. kvantumszamok
fiiggvényében. Mashogyan fogalmazva a DEWE-val szamolt energiaszintek hibdja sziszte-
matikus, mely felismerés lehetGséget ad arra, hogy a variaciés energiaszinteket korrigaljuk.
Ezaltal kisérleti pontossagot megkozelits szinteket szamithatunk és korrigalhatjuk az alkal-
mazott negyedrendi erGtér altal okozott hibat.

A konkrét numerikus eredmények szerint a VII. tablazat hatodik oszlopdban megadott
eltérések jo kozelitéssel fliggetlennek tekinthetéek a J és K. kvantumszamoktol. A variéci-
0s és a kisérleti energiaszintek eltérését a variacios energiaszintek fliggvényében a 6. dbran
adom meg. A 6. abran az otféle K, értéknek megfelel6 energiaszinteket lathatjuk az 6t
elkiilonils csoportban. Az ébra alapjan lathato, hogy a megadott eltérések jo kozelitéssel
linearisan fliggenek a K, kvantumszamtol. A magasabb J értékekhez és méas rezgési allapo-
tokhoz tartozoé energiaszintek vizsgalata folyamatban van, reményeim szerint ott is sikertil

az el6bbbiekhez hasonlé tendencidkat megfigyelni.
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VII. tablazat A ketén rezgési alapallapotahoz tartozo forgasi energiaszintek.

1 b 1 1
J K, K. Epgwg®/ cm Eyarver’/ cm Eppwr-EMARvEL/ cm

1 0 1 0.6739 0.6741 -0.0002
1 1 1 9.8216 9.7398 0.0818
1 1 0 9.8341 9.7525 0.0816
2 0 2 2.0221 2.0222 -0.0001
2 1 2 11.1568 11.0753 0.0815
2 1 1 11.1943 11.1129 0.0814
2 2 1 38.6273 38.3041 0.3232
2 2 0 38.6277 38.3098 0.3179
3 0 3 4.0437 4.0438 -0.0001
3 1 3 13.1604 13.0785 0.0819
3 1 2 13.2354 13.1539 0.0815
3 2 2 40.6486 40.3256 0.3230
3 2 1 40.6489 40.3322 0.3167
3 3 1 86.3695 85.6356 0.7339
3 3 0 86.3695 85.6366 0.7328
4 0 4 6.7399 6.7392 0.0007
4 1 4 15.8307 15.7498 0.0809
4 1 3 15.9558 15.8742 0.0816
4 2 3 43.3445 43.0214 0.3231
4 2 2 43.3451 43.0264 0.3187
4 3 2 89.0638 88.3306 0.7332
4 3 1 89.0638 88.3317 0.7321
4 4 1 153.0055

4 4 0 153.0061 151.7155 1.2906

@ A ketén DEWE programmal szamitott energiaszintjei, melyeket a zérusponti rezgési
energidhoz képest adok meg.

b A ketén MARVEL programmal szamitott kisérleti energiaszintjei.
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6. abra. A ketén molekula variacios és kisérleti rezgési-forgasi energiaszintjeinek eltérése a

variacios energiaszintek fliggvényében
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5. Osszefoglalas

Dolgozatom elss részében a Hy , Dy és HDT példdjan mutattam be az adiabatikus Jacobi-
korrekciot (AJC) és annak felhasznalasat az emlitett specieszek teljes rezgési szinképének
szamitasara. Az AJC modszer lehetévé teszi a mag-mag tavolsag (ri2) rogzitését, még-
hozzéa anélkiil, hogy az atommagok tomegeit végtelennek tekintenénk. Adott mag-mag
tavolsagnal az AJC-t a véges és végtelen magtomegekkel szamitott elektronenergidk kiillonb-
sége adja. Munkam sorén levezettem a véges magtomegi elektronszerkezet szamitasokhoz
sziikséges redukélt dimenzioju Hamilton-operatort, a levezetés soran részecske-részecske
tavolsag koordinatakat alkalmaztam. Ezutan definidltam egy exponencialis alakid nemor-
togonalis bazist. A Hamilton-operator és a bazis ismeretében irtam egy MATHEMATICA
nyelvi programot, mellyel kiszamitottam a fent emlitett izotopologok magtomegektdl fiiggd
adiabatikus potencialjait a mag-mag tavolsag fliggvényében. A potencidlok nagypontossé-
gu illesztését Morse-szerti modellfiiggvényekkel végeztem. A potencidlok illesztése utan
kiszdmitottam a Hj izotopologok egyensiilyi mag-mag tévolsagait, disszocidcios energiait,
proton-elektron és deuteron-elektron tévolsag varhatd értékeit és rezgési energiaszintjeit.
Eredményeimet 0szevetettem mind a nemadiabatikus, mind a DBOC segitségével végzett
adiabatikus szamitasokkal. Kiilon figyelmet forditottam az AJC modell disszocidcios sa-
jatsagaira.

Megallapitottam, hogy az AJC értéke az r1o — 0 hatareset kivételével kisebb a DBOC
értékénél. Az AJC/DBOC arany fiigg a mag-mag tavolsagtol. Az ris — 0 hatéaresetben
az AJC megadja a képz6dd atom egzakt nemadiabatikus korrekcigjat, mig a DBOC kissé
eltér az egzakt nemadiabatikus értéktsl. Az ri5 — 400 hataresetben az AJC egyik esetben
sem adja meg a disszociaci6 soran képz&dd atom egzakt nemadiabatikus korrekciojat, mig a
DBOC kozel az egzakt értékeket adja a homonuklearis esetekben. A HD*-nal mas a helyzet,
itt a DBOC helyteleniil a Hj -hoz és a D3 -hoz tartozo disszocicios limit 4tlagat adja. A
Born-Oppenheimer-kozelités nem képes kiilonbséget tenni a HDT disszocidciojanak két
lehetséges kimenete kozott (D+H™, vagy H+D™), az AJC azonban képes az el6bb emlitett
aszimmetria leirasara. Ezt mind az elektronikus hullamfiiggvények, mind a proton-elektron
és deuteron-elektron tavolsag varhato értékek alatamasztjak. Ha a rezgési energiaszinteket
vizsgéaljuk, a homonuklearis izotopologoknal igen jol egyeznek a BO és a nemadiabatikus
eredmények. A DBOC alkalmazasa szinte mindenhol csokkenti a BO rezgési szintek hibajat.
Az AJC esetén nagyobb a rezgési szintek hibaja, mint a DBOC-nal. A HD™ esetében
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a két legalso, azonos dissszociacios limittel rendelkezd elektronéllapot kolesonhat, ezért a
legutolsé néhany rezgési szintnél latvanyosan elromlik a BO kozelités. Az emlitett szinteknél
a DBOC a BO kozelitésnél is rosszabb eredményeket ad, az AJC azonban koézelebb viszi
a BO szinteket a nemadiabatikus eredményekhez. Tovabbi céljaim kozt szerepel a Hg
molekula és a Hf molekulaion hasonlé médon torténd vizsgalata.

A dolgozat méasodik részében bemutattam az altalam kibévitett DEWE programot,
mely igy altalanosan alkalmazhatdé molekulak rezgési-forgasi energiaszintjeinek variécios
alapu szamitasara. A DEWE program az Eckart—Watson-féle Hamilton-operatort hasznal-
ja a magmozgasok lefrasara. A kiindulasként szolgald rezgési kod a Hermite-DVR béazist
alkalmazza. A rezgési programhoz sikeresen hozzaillesztettem az altalam Fortran 90 nyelven
irt forgasi szubrutint, igy a rezgési programot alkalmasséi tettem variacios rezgési-forgasi
szamitasok elvégzésére. A Hamilton-matrix diagonalizalasara a Lénczos-algoritmust hasz-
naltam, melyhez egy effektiv matrix-vektor szorzé szubrutint irtam.

Jelen dolgozatban bemutattam a vizre és a keténre késziilt szamitasaimat. A viz ese-
tében a szamitott rezgési-forgasi energiaszinteket és az egyes szintekre atlagolt rog ko-
téshosszakat Osszevetettem az irodalomban talalt értékekkel. Sajat eredményeim kivalo
egyezést mutattak a mas programokkal szamolt értékekkel. Emellett kiszamitottam az
otatomos ketén molekula rezgési alapallapotahoz tartozoé forgasi energiaszinteket. A vari-
acios eredményeket osszevetettem a MARVEL program segitségével szamolt kisérleti ener-
giaszintekkel. A vizsgélt energiaszintekre megallapitottam, hogy a varidciészamitas hibaja
szisztematikus. Ez a felismerés lehetGséget ad a variaciosan szamitott energiaszintek empi-
rikus korrekcidjara. Tovabbi céljaim kozt szerepel a rezgési-forgasi intenzitasok szamitésa,
a molekulaszimmetria figyelembe vétele DVR bazisban és a jelenleg rezgési szamitasokra

alkalmas GENIUSH program molekulaforgasokkal valé kibgvitése.
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6. Summary

In the first part of my thesis the adiabatic Jacobi correction (AJC) for the H , D and HD™*
isotopologues has been outlined. The AJC method enables the separation of the internuc-
lear distance (r12) without assuming infinite nuclear masses. The AJCs are defined as the
difference between electronic energies obtained from calculations using proper finite and in-
finite nuclear masses. I have expressed the reduced dimensional Hamiltonian necessary for
the clamped nuclei calculations utilizing proper finite masses in interparticle coordinates.
A nonorthogonal basis of specially designed exponential functions was applied to perform
clamped nuclei calculations by means of a MATHEMATICA program. This approach re-
sults in mass-dependent adiabatic potential energy curves as a function of the internuclear
separation. After the fitting of the potentials using modified Morse-functions the equilibri-
um internuclear distances, dissociation energies, the expectation values of proton-electron
and deuteron-electron distances and vibrational levels were computed. The AJC results
were compared to their nonadiabatic or DBOC counterparts.

I demonsrated that, except for the united atom limit, the AJCs are smaller than the
corresponding DBOC values. The AJC/DBOC ratio depends on the internuclear distance.
Considering the united atom limit the AJC gives the exact nonadiabatic correction of the
atom, while the DBOC slightly deviates from the exact value. In the case of dissociation
the AJC does not result in the exact dissociation limit for the Hy isotopologues, while the
DBOC gives almost the exact dissociation limits in the homonuclear cases. For HD™, the
DBOC fails to characterize the dissociation as one gets the average value of the Hy and DJ
asymptotic DBOC values at large internuclear separations. The Born-Oppenheimer app-
roximation fails in distinguishing the two possible dissociation outcomes of HD' (D-+H™
or H+D™), while the AJC is capable of handling the aforementioned asymmetry. This fact
was demonstrated by computing either the electronic wavefunctions or the expectation
values of the proton-electron and deuteron-electron distances. When analyzing the vibrati-
onal energy levels one can see that the BO approximation works well for the homonuclear
isotopologues. The DBOC approximation helps in lowering the errors of the vibrational
states almost everywhere. The DBOC method outperforms the AJC approximation in the
homonuclear cases. In the case of the HD* the BO approximation fails for the highest
vibrational levels due to the coupling of the lowest two electronic states. The DBOC app-
roximation results in larger errors for the highest vibrational states than the BO approach,

while the AJC method reduces the deviation between the BO and nonadiabatic vibrational
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energies. Later on I would like to test the performance of the AJC method on the Hy and
H; molecules, which are 4— and 5-body systems, respectively.

In the second part the new and general DEWE algorithm was proposed to calculate the
rovibrational states of molecules by means of the variational principle. As the original code
was able to carry out only pure vibrational calculations, I extended the original program so
that it can now handle rotations, as well. The DEWE name refers to the use of the Eckart—
Watson Hamiltonian and the Hermite-DVR basis for the vibrational degreees of freedom.
I have implemented and succesfully linked a Fortran 90 subroutine to the original DEWE
code in order to facilitate rovibrational calculations. As DEWE employs the Lanczos
algorithm for the eigenproblem of the Hamiltonian, I developed an efficient subroutine for
the evaluation of matrix-vector products.

I showed results of my calculations for the water and ketene molecules in the second
part of my thesis. In the case of the water molecule the rovibrational energy levels and
rovibrationally averaged ropg bond lengths were calculated and compared to previous, in-
dependently computed values. My results show perfect agreement with other, independent
values. As a second application rovibrational energy levels of the ketene molecule were
computed and compared to experimental levels given by the MARVEL procedure. Exa-
mination of the diffences between the varionally computed and the experimental levels
suggests that the error of the variational calculations is systematic. Thus, the accuracy
of variationally computed rovibrational levels can be improved empirically by at least an
order of magnitude. My research goals can be summarized as follows: (a) calculation of
rovibrational intensities and thus spectra of molecules; (b) implementation of symmetry in
variational rovibrational calculations using DVR; (c) extending the vibrational GENIUSH

code to be able to compute rovibrational energy levels and wavefunctions.
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A. Fiiggelék

A.1. AJC matrixelemek

TetszGleges O operator métrixreprezentaciojat a (18) bazisban az

+oo r12+713
/ dris / drasri3ra3®ij (113, r23) OPpi (113, T23) (69)
0 [r12—r13]

integral segitségével szamithatjuk ki, ahol r15 rogzitett paraméter. Jelen fejezetben felsoro-
lom a szamitasok soran felhasznalt analitikus képleteket. A kovetkez§ egyenletekben i, j, k
és | indexeli a (18) bazisfiiggvényeket. Fontos megjegyezni, hogy a levezetések soran kiilon
kell kezelni a 3* — 37 4+ 3% — 3! = 0 specialis esetet, ugyanis ekkor az egyes matrixelemekben

megjelend —5 tényezd szingularis. FEnnek megfeleléen minden egyes operatornal

1
kozlom a ¢ — 37 4+ 3% — B' = 0 esethez tartozo képletet is.

1. Atfedés, azaz O megegyezik az egységoperatorral.
o fi— 45— B =0

e )y (rgar (# + 3 (rpe (B89 + 3) +3) +3)
6o (B + 1)’

(S)ijm =

o« B =485 =5 A0
fe—r12o(BTH67+6+5')
ot (81— B+ B — 31’ (6" + B + B + )
(8" +B%) (rea (8" = 67+ " = ) (6" + 57 + 8" + ') =4 (5" +5')) —
era () (B + ) (48" — r2aB% + risaf¥ — 485 — ripa8°F—

(S)ijm =

- (6T12a(ﬂi+ﬁk)

27”12Oéﬁi+k + 7“120452[ + 27”12Oéﬁj+l))

2. 0 =1L

1
o« G-+ 5 -5 =0

e—rlza(ﬂj+ﬁl)rl2 (7’1204 (ﬁ] + 6[) + 1)

(O = 202 (51 + )’
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o« -t =50
920 (B0 +65+5")
of (B = 31+ B — 1) (5 + 37 + B+ 31)°
(2e122048) (57 4 1) + €22 (B4 (g (B = B + BF — ')
(8" + 0 + 6"+ 6) = 2(5 + )

(O)ijm =

o f—p4+p -5 =0
e—riza(B+0),. (roa (67 + 1) +1)

(O)ijm = 207 (3 + )2

o« B =+ 5~ B £0
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26" + 119082 + 20 B — rpa B — 2rpaFT)
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4. O = Ms"2 " 92
: 2rigres  OrizOres

o« Fo@ -5 =0

e 2P H0) BT (rp (9 4 BY) (rioe (B + BY) — 3) — 3)
3o (B7 + pY)°

(O)ij,kl = -

o« -+ 55 A0
8€—r120<5i+ﬁj+ﬁk+ﬁl)ﬁk+l
? (=B + (7 = + B (B + 57 + 8% + )’
(er1za<ﬁj+ﬁl> (267 + 1208 + 28% — ripa Y 4 28% 4 rpapt4
457F 4 350850 — ra SR 4 3rpafTE 4 (2 — rppQ (5i + 5k)) 3 —

2 (risa (8 + 5%) = 2) B4 () (228 — 2% — iV 4 ripaf -

9% 4B L2 fI LB (g0 (8% — 3FY 4 B 4 23K) — 450) gl—
(3risa¥ +2) % — ripap™))

(O)ijm =

o4



A62 92 1 9 4.1 8

57 o ris Oy O o O operatorok matrixelemeit nem kozlom, mert ezek egysze-

riien kifejezhetGek az el6bbi képletek segitségével. Az els6 két operator matrixelemeihez
az (S);;r képleteket kell hasznalni, mig a harmadik és a negyedik operator méatrixelemei
visszavezethetGek az % és é operatorokéra. A potencialhoz sziikséges é matrixelemek

szintén az (S);; x kifejezések segitségével adhatoak meg.

A.2. Az impulzusmomentum algebra elemei

Mivel az impulzusmomentum algebra koézponti szereppel bir a molekulaforgésok vizsgé-
lataban, jelen fejezetben Osszefoglalom a molekulaforgésok leirasahoz sziikséges elméleti
hatteret. Az itt nem targyalt osszefiiggések megtalalhatoak a szakirodalomban [43,51-55].

Targyaldsunk kiindul6pontja a J impulzusmomentum, mely a jol ismert
[J2,J,] =0 (70)

és

[jow jﬁ] = —i€apyJy (71)

kommutacios Osszefiiggésekkel bir. Az el6z6 egyenletekben o, 3,7 = z,y, 2 és €,3, a Levi-
Civita-szimbolumot jeloli. A (71) egyenlet jobb oldaldn az Einstein-konvenciot alkalmaz-
tam. Fontos megjegyezni, hogy mivel munkam sorén testcentralt vonatkoztatéasi rendszer-
ben dolgoztam, a (71) egyenletben az egyenldségjel utan megjelenik egy — elgjel. Mivel
[j 2 jz] = 0, J2nek és J,-nek létezik kozos sajatfiiggvény rendszere, melyet a tovabbiakban
a |JKM) figgvények jelolnek:

JHIKM) = J(J +1)|JKM) (72)
és
JJJKM) = K|JKM). (73)

A szimmetrikus merev porgettyd kvantummechanikai modelljébdl ismert |JK M) fliggve-

nyek a ¢, 0 és v Euler-szogek fliggvényeként adhatok meg:

2J +1
[JKM) =\ 222 = DIt (6,0.9), (74)

872

ahol DY, (¢,0,1) a Wigner-féle forgatasi matrixot jeloli. A |JK M) fiiggvények kielégitik
a

<JKM‘J/K/M/> :éJJ’éKK’éMM’ (75)
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ortogonalitasi relaciot.
A J, és jy operatorok helyett szokas az un. léptetd operatorokat hasznalni. A j+ 6s J_

léptets operatorokat a

Jy=Jy+iJ, (76)
és

J_=J,—ilJ, (77)

képletek definialjak. A léptets operatorok definicioja alapjan konnyen lathato, hogy

[J?, J<] =0 (78)
és
(., Ji] = FJs. (79)
Az el6z6 két egyenlet szerint
J2IL|JKMY = JLJ*JKM) = J(J +1)Ju|JKM) (80)
és
JJ| JKMY = JoJ|JKM) F Jo|JKM) = (K F1)J4|JKM). (81)

Az els6 egyenlet értelmében a ji|J K M) fuggvények is sajatfiiggvényei a J? operatornak a
J(J+1) sajatértékkel. A masodik egyenlet szerint a Jo|JK M) fiiggvények sajatfiiggvényei
a J, operdtornak a K F 1 sajatértékkel. Ennek az Osszefliggésnek az ismeretében mér
érthets a léptets operator elnevezés. A (81) egyenlet segitségével a léptetd operatorok

|JK M)-re kifejtett hatasat a kovetkezdképpen irhatjuk fel:
Ji|JKM) = C|J(K T 1)M). (82)
A C4 egyilitthato abszolutérték négyzete a megfelels algebrai atalakitdsok utan a
|CL|? = (JKEM|JsJe| JKM) = (JKM|J?* — J.(J. F1)|JKM) = (83)

= J(J+1) - K(KF1)

képlet segitségével adhato meg, ahol kihasznaltuk, hogy Ji = jq[. Ha C. fazisat zérusnak
valasztjuk, akkor a léptetd operatorok |JK M)-re kifejtett hatasa a kovetkezds:

Jo|JKM) = /J(J+1)—K(K T1)-|J(K T 1)M). (84)
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Ennek birtokdban méar felirharjuk a J, és jy operatorok matrixreprezentéicioit a test-

centralt rendszerben. Mivel

N A
g= et (85)
2
és . )
A A
T (86)

a (84) egyenlet alkalmazasaval felirhatjuk a J, és jy operatorok matrixat. Megfelel§ algebrai

atalakitdsok utan megkapjuk a (61) egyenletben k6zolt nemzérus matrixelemeket:

(TKM|J,| (K + 1) M) = %\/J(J T KK+

(JEM|J,|J(K —1)M) = %\/J(JJr 1)—K(K—-1)

(JKM|J,|J(K +1)M) = —%\/J(JJr 1) - K(K+1)

(TKM|J,|J(K = 1)M) = %¢J<J T K(K—1)

(JEM|J,|JKM) = K.
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